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Scopul acestei teze este de a prezenta noi rezultate privind laticele reziduate şi
BCK algebrele, ı̂n special prin introducerea şi studierea noţiunilor de latice reziduată
noetheriană şi artiniană şi latice Belluce asociată unei BCK algebre, precum şi prin
studierea mai multor clase de filtre (sisteme deductive) ı̂n latici reziduate şi BCK
algebre.
Rezultatele originale pe care le prezentăm ı̂n acestă teză se regăsesc ı̂n lucrările: [19],
[20], [52]. Acestea au fost publicate sau sunt ı̂n curs de publicare.
Teoria laticelor reziduate este utilizată pentru a dezvolta algebric logica fuzzy ([58])
şi logica substructurală ([51]).
O latice reziduată ([30],[66]) este o structură algebrică (L,∨,∧,�,→, 0, 1) astfel ı̂ncât
(L,∨,∧, 0, 1) este o latice mărginită, (L,�, 1) este un monoid comutativ şi pentru
orice x, y, z ∈ L avem x ≤ y → z dacă şi numai dacă x� y ≤ z.
Pentru a simplifica notaţia, o latice reziduată (L,∨,∧,�,→, 0, 1) va fi desemnată prin
mulţimea sa suport L. De asemenea, vom nota cu B(L) mulţimea elementelor booleene
ale lui L.
BL-algebrele sunt cazuri particulare de latici reziduate.
Un studiu recent privind BL-algebrele a fost realizat ı̂n 2012 de S.Motamed şi J.
Moghaderi ([46]). Aceştia introduc noţiunile de BL algebră noetheriană şi artiniană
şi probează teoreme de tip Anderson şi Cohen ([37]) pentru BL-algebre.
De subliniat este faptul că teoria algebrelor noetheriene şi artiniene a fost studiată ı̂n
1983 de C. Nastăsescu ı̂n cazul general al mulţimilor parţial ordonate.
Unul dintre obiectivele noastre ı̂n această teză este studierea laticelor reziduate noethe-
riene şi artiniene.
Un alt obiectiv este studierea diferitelor clase de filtre (sisteme deductive) ı̂n latici
reziduate şi BCK algebre şi a conexiunilor dintre acestea.
De asemenea ne-am propus să construim şi să studiem laticea Belluce asociată unei
BCK algebre A. Astefel, studiem spaţiile topologice Spec(A) şi Max(A) şi construim
laticea Belluce asociată LA.
Teza este compusă din 5 capitole şi este structurată astfel:
In introducere discutuăm despre motivaţia studierii acestor subiecte şi oferim o imag-
ine de ansamblu asupra capitolelor următoare.
In capitolul 2 prezentăm definiţii de bază, exemple şi reguli de calcul ı̂n latici rezid-
uate. Evidenţiem o diagramă de clasificare a laticilor reziduate şi un studiu privind
filtrele (i-filtrele) ı̂n latici reziduate.
Suntem interesaţi ı̂n special de filtrele (i-filtrele) finit generate şi investigăm condiţiile
ı̂n care mulţimea Min(F) a tuturor i-filtrelor minimale prime care conţin i-filtrul F
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este finită (vezi Teorema 2.5).
Teorema 2.5. Fie F un i-filtru propriu al lui L. Dacă MinL 6= 0 şi orice element din
MinL(F ) este finit generat, atunci mulţimea MinL(F ) este finită.
Vom studia de asemenea, existenţa filtrelor ı̂n laticea reziduată produs LXL

′
:

Teorema 2.6. Fie L şi L
′

două latici reziduate. Atunci K este un i-filtru ı̂n laticea pro-
dus LXL

′
dacă şi numai dacă există F ∈ Fi(L) şi G ∈ Fi(L

′
) astfel ı̂ncât K = FXG.

In capitolul 3, lucrăm ı̂n cazul general al laticelor reziduate şi stabilim anumite conex-
iuni ı̂ntre filtrele regulate şi alte tipuri de filtre ı̂n latici reziduate: filtre Booleene,
MV-filtre, filtre Stoneene, filtre divizibile.
Teoria filtrelor joacă un rol important ı̂n studiul algebrelor logicii fuzzy. Uneori filtrele
mai sunt numite şi sisteme deductive ([48]).
Teoria filtrelor ı̂n latici reziduate a fost intens studiată şi au fost obţinute numeroase
rezultate ([8], [9], [61], [68], [69]). In ([8]) este propusă o nouă abordare pentru studiul
filtrelor ı̂n latici reziduate.
In spiritul acestei lucrări, ı̂n Capitolul 3 stabilim noi caracterizări ale filtrelor regu-
late ı̂ntr-o latice reziduată şi noi conexiuni ı̂ntre aceste filtre şi alte tipuri de filtre.
Demonstrăm că o latice reziduată este Stoneană dacă şi numai dacă fiecare filtru este
Stonean şi vom arăta că o latice reziduată verifică condiţia dublei negaţii dacă şi nu-
mai dacă fiecare filtru este regulat.
In capitolul 4 am studiat noţiunile de latice reziduată noetheriană şi artiniană geener-
alizând rezultatele din lucrările ([46], [47]). Introducem aceste latici cu proprietatea că
orice lanţ crescător (descrescător) de filtre este staţionar (vezi Definiţia 4.4). Obţinem
definiţii echivalente pentru laticile reziduate artiniene şi noetheriene (vezi Teoremele
4.3 şi 4.4), studiem laticea factor a unei latici reziduate noetheriene (artiniene) (vezi
Remarca 4.3) şi demonstrăm teoreme de tip Anderson şi Cohen (Teorema 4.7). (vezi
cazul inelelor [37]).
In Capitolul 5, introducem noţiunea de latice Belluce asociată unei BCK-algebre.
Reticulaţia a fost definită pentru inele comutative de Simmons in [56] şi extinsă pen-
tru inele necomutative de Belluce ı̂n [3]. Noţiunea a fost extinsă la algebrele Hilbert
ı̂n [13] şi la latici reziduate ı̂n [47].
Utilizând modelele menţionate anterior, vom construi ı̂n acest capitol reticulaţia unei
BCK algebre.
Capitolul este ı̂mpărţit ı̂n 7 secţiuni.
In primele 3 secţiuni reamintim rezultatele preliminare privind BCK algebrele, rezul-
tate ce vor fi utilizate ı̂n restul lucrării.
In secţiunea 4, pentru o BCK- algebră A, familia τA = {D(x) : x ⊆ A} este o topologie
pentru Spec(A) având {D(a) : a ∈ A} drept bază. Topologia τA se numeşte topologie
Stone-Zariski şi astfel Spec(A) devine spaţiu topologic.
Am obţinut 2 rezultate importante:
1. Dacă A este o BCK algebră mărginită, pentru orice a ∈ A, DMax(A)(a) =
D(A) ∩Max(A) = {M ∈ Max(A) : a /∈ M} este o mulţime compactă ı̂n Max(A)
(Propoziţia 5.7).
2. Dacă A este o BCK algebră mărginită, Max(A) este un spaţiu topologic compact
Hausdorff (Teorema 5.10).
In secţiunea 5, am definit o latice distributivă LA, numită laticea Belluce asociată
BCK algebrei A.
Principalul rezultat este următorul:
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Dacă A este o BCK algebră mărginită, atunci uA : Max(A) → Max(LA) este un
homeomorfism ı̂ntre spaţiile topologice Max(A) şi Max(LA) (Teorema 5.11).
In secţiunea 6, am definim reticulaţia unei BCK algebre mărginite A : LA şi probăm
unicitatea acesteia. (Teorema 5.12).
In secţiunea 7, definim noţiunea de BCK algebră normală (utilizând modelul de la
latici) şi ı̂i dăm o caracterizare ı̂n Corolarul 5.13.
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[47] C. Mureşan, The Reticulation of a Residuated Lattice, Bulletin Mathématique de la Société des
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[50] C. Năstăsescu, Teoria dimensiunii in algebra necomutativă, Editura Academiei Române,
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