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Scopul acestei teze este de a prezenta noi rezultate privind laticele reziduate si
BCK algebrele, in special prin introducerea si studierea notiunilor de latice reziduata
noetheriana si artiniana si latice Belluce asociata unei BCK algebre, precum si prin
studierea mai multor clase de filtre (sisteme deductive) in latici reziduate si BCK
algebre.

Rezultatele originale pe care le prezentdm in acestd tezd se regdsesc in lucrarile: [19],
[20], [52]. Acestea au fost publicate sau sunt in curs de publicare.

Teoria laticelor reziduate este utilizata pentru a dezvolta algebric logica fuzzy ([58])
gi logica substructurala ([51]).

O latice reziduata ([30],[66]) este o structurd algebricd (L, V, A, ®, —,0,1) astfel incat
(L,V,A,0,1) este o latice marginitd, (L,®,1) este un monoid comutativ si pentru
orice x,y,z € L avem = < y — 2z daca si numai dacad x © y < z.

Pentru a simplifica notatia, o latice reziduata (L, V, A, ®, —,0, 1) va fi desemnata prin
multimea sa suport L. De asemenea, vom nota cu B(L) multimea elementelor booleene
ale lui L.

BL-algebrele sunt cazuri particulare de latici reziduate.

Un studiu recent privind BL-algebrele a fost realizat in 2012 de S.Motamed si J.
Moghaderi ([46]). Acestia introduc notiunile de BL algebra noetheriand si artiniand
si probeaza teoreme de tip Anderson gi Cohen ([37]) pentru BL-algebre.

De subliniat este faptul ca teoria algebrelor noetheriene si artiniene a fost studiata in
1983 de C. Nastasescu in cazul general al multimilor partial ordonate.

Unul dintre obiectivele noastre in aceasta teza este studierea laticelor reziduate noethe-
riene si artiniene.

Un alt obiectiv este studierea diferitelor clase de filtre (sisteme deductive) in latici
reziduate si BCK algebre si a conexiunilor dintre acestea.

De asemenea ne-am propus sa construim si sa studiem laticea Belluce asociata unei
BCK algebre A. Astefel, studiem spatiile topologice Spec(A) si Max(A) si construim
laticea Belluce asociata L 4.

Teza este compusa din 5 capitole si este structurata astfel:

In introducere discutuam despre motivatia studierii acestor subiecte gi oferim o imag-
ine de ansamblu asupra capitolelor urmatoare.

In capitolul 2 prezentam definitii de baza, exemple si reguli de calcul in latici rezid-
uate. Evidentiem o diagrama de clasificare a laticilor reziduate si un studiu privind
filtrele (i-filtrele) in latici reziduate.

Suntem interesati in special de filtrele (i-filtrele) finit generate si investigdm conditiile
in care multimea Min(F) a tuturor i-filtrelor minimale prime care contin i-filtrul F



este finita (vezi Teorema 2.5).

Teorema 2.5. Fie F un i-filtru propriu al lui L. Daca Miny, # 0 si orice element din
Miny,(F) este finit generat, atunci multimea Miny (F') este finita.

Vom studia de asemenea, existenta filtrelor in laticea reziduata produs LX L
Teorema 2.6. Fie L si L' dou latici reziduate. Atunci K este un i-filiru in laticea pro-
dus LX L' daci si numai daci existd F' € F;(L) si G € F;(L) astfel incat K = FXG.
In capitolul 3, lucram in cazul general al laticelor reziduate si stabilim anumite conex-
iuni Intre filtrele regulate si alte tipuri de filtre in latici reziduate: filtre Booleene,
MV-filtre, filtre Stoneene, filtre divizibile.

Teoria filtrelor joaca un rol important in studiul algebrelor logicii fuzzy. Uneori filtrele
mai sunt numite si sisteme deductive ([48]).

Teoria filtrelor in latici reziduate a fost intens studiata si au fost obtinute numeroase
rezultate ([8], [9], [61], [68], [69]). In ([8]) este propusi o noud abordare pentru studiul
filtrelor in latici reziduate.

In spiritul acestei lucrari, in Capitolul 3 stabilim noi caracterizari ale filtrelor regu-
late intr-o latice reziduata si noi conexiuni intre aceste filtre si alte tipuri de filtre.
Demonstram ca o latice reziduata este Stoneana daca si numai daca fiecare filtru este
Stonean si vom arata ca o latice reziduata verifica conditia dublei negatii daca si nu-
mai daca fiecare filtru este regulat.

In capitolul 4 am studiat notiunile de latice reziduata noetheriana si artiniana geener-
alizdnd rezultatele din lucrarile ([46], [47]). Introducem aceste latici cu proprietatea ca
orice lant crescator (descrescitor) de filtre este stationar (vezi Definitia 4.4). Obtinem
definitii echivalente pentru laticile reziduate artiniene gi noetheriene (vezi Teoremele
4.3 gi 4.4), studiem laticea factor a unei latici reziduate noetheriene (artiniene) (vezi
Remarca 4.3) si demonstram teoreme de tip Anderson gi Cohen (Teorema 4.7). (vezi
cazul inelelor [37]).

In Capitolul 5, introducem notiunea de latice Belluce asociata unei BCK-algebre.
Reticulatia a fost definita pentru inele comutative de Simmons in [56] si extinsd pen-
tru inele necomutative de Belluce in [3]. Notiunea a fost extinsa la algebrele Hilbert
in [13] si la latici reziduate in [47].

Utilizand modelele mentionate anterior, vom construi in acest capitol reticulatia unei
BCK algebre.

Capitolul este iImpartit in 7 sectiuni.

In primele 3 sectiuni reamintim rezultatele preliminare privind BCK algebrele, rezul-
tate ce vor fi utilizate in restul lucrarii.

In sectiunea 4, pentru o BCK- algebra A, familia 74 = {D(z) : # C A} este o topologie
pentru Spec(A) avand {D(a) : a € A} drept bazd. Topologia T4 se numeste topologie
Stone-Zariski gi astfel Spec(A) devine spatiu topologic.

Am obtinut 2 rezultate importante:

1. Daca A este o BCK algebra marginita, pentru orice a € A, Dpjap(a)(a) =
D(A) N Maxz(A) = {M € Max(A) : a ¢ M} este o multime compactd in Max(A)
(Propozitia 5.7).

2. Dacid A este o BCK algebrd méarginitd, Max(A) este un spatiu topologic compact
Hausdorff (Teorema 5.10).

In sectiunea 5, am definit o latice distributiva L 4, numita laticea Belluce asociata
BCK algebrei A.

Principalul rezultat este urmatorul:



Dacd A este o BCK algebra marginita, atunci uy : Max(A) — Max(L4) este un
homeomorfism intre spatiile topologice Max(A) si Max(L4) (Teorema 5.11).

In sectiunea 6, am definim reticulatia unei BCK algebre marginite A : L4 si probam
unicitatea acesteia. (Teorema 5.12).

In sectiunea 7, definim notiunea de BCK algebra normala (utilizind modelul de la
latici) gi ii d&m o caracterizare in Corolarul 5.13.
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