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Rezumat

Aceasta lucrare este dedicata studiului problemelor neliniare asociate unor operatori eliptici derivabili
partial. Scopul nostru este acela de a studia existenta solutiilor slabe ale unor tipuri de ecuatii eliptice
cu derivate partiale.

Conform lui V. Radulescu si D. Repovs in [15], ”Ecuatiile cu derivate partiale reprezinta un subiect
precis, elegant, bogat si captivant, care este destul de vechi, cu o istorie ampla si profunda. Ecuatiile cu
derivate partiale sunt uimitoare datorita elegantei si claritatii lor.” Prima ecuatie cu derivata partiala
a fost ecuatia coardei vibrante

0%u 0%u

o~ “oa7
unde u(x,t) reprezinta elongatia in punctul z §i la momentul ¢, iar constanta pozitiva a semnifica
raportul dintre presiunea constanta exercitata asupra coardei si densitatea ei.

Initial, studiul a fost axat pe ecuatii liniare cu derivate partiale, precum ecuatiile lui Laplace, Poisson
sau Helmholz. In scurt timp au aparut numeroase rezultate cu privire la problemele eliptice neliniare
si analiza calitativa a solutiilor acestora.

Ideea de a folosi metode analitice In studiul ecuatiilor cu derivate partiale a venit prima data de la
H. Poincaré [10].

Una dintre ideile principale in cautarea solutiilor (slabe) ale ecuatiilor cu derivate partiale se bazeaza
pe teoria de punct fix. Unei ecuatii i se poate asocia o functionala energetica ale carei puncte critice
reprezinta solutiile ecuatiei respective. Se pot obtine foarte usor puncte critice ale unei functionale I
cautand un minim al lui I care se atinge in limita unui gir de minimizare.

Un alt mod de a gasi puncte critice pentru functionala I este teorema mountain pass a lui A.
Ambrosetti si P. H. Rabinowitz [1]: daci functionala I este o functie de clasid C' pe un spatiu Banach
X, indeplinind conditia Palais-Smaile (adica, orice sir u,, € X astfel incat I(u,) este marginita uniform

i I'(u,) — 0 are un subsir tare convergent in X) si urméatoarele conditii geometrice
i) 1(0) =0
ii) I(u) > a > 0, pentru orice u € X cu |ul| = R
iii) I(up) < 0, pentru oricare up € X cu |lu]| > R

atunci existd un punct critic netrivial v al lui I astfel incat I'(v) = 0 si I(v) > a.

In cele ce urmeaza vom face o scurta descriere a acestel teze.



Capitolul 2, Spatii de functii, reprezinta o descriere a spatiilor Lebesgue-Sobolev cu exponent variabil
si a spatiilor Orlicz-Sobolev care vor fi folosite in studiul mai multor probleme prezentate in capitolele
urmatoare.

Capitolul 3 se bazeaza pe articolul Characterization of solutions to equations involving p(z)-Laplace
operator publicat in Electronic Journal of Differential Equations (vezi Referinta [19]). In acest articol
stabilim doua rezultate. Primul se ocupa cu demonstratia unei alternative pentru o problema de
valori proprii neliniara care implica operatorul p(x)-Laplace. Mai multe idei dezvoltate in studiul
spectrului unor operatori generali in forma divergenta sunt prezentate de Mihailescu, Radulescu, Repovs
in [6], Molica Bisci, Repovs in [7] si Stancut, Stircu in [16]. In partea a doua studiem un rezultat de
existenta pentru o problema la limita cu conditie de crestere subcritica pentru acelasi operator. Pentru
a demonstra primul rezultat folosim lema mountain-pass pe spatiul I/VOl P (')(Q) X R, considerand un
hiperplan special destinat separarii suprafetei in locul unei sfere [8, 14]. Obtinerea unui rezultat in
cea de-a doua probleméa se bazeaza pe o versiune speciald a lemei mountain-pass a lui Ambrosetti-
Rabinowitz [9].

Fie Q un domeniu mirginit in RY. In prima parte a acestui capitol ne ocupam cu studiul problemei

neliniare de valori proprii implicand operatorul p(z)-Laplace

—Apyu=Af(r,u) inQ,
u=0 ped, (1)
0<X<a,

cu constrangeri asupra valorilor proprii, unde a este o constanta pozitiva, p indeplineste urmatoarele

proprietati:

pe CJr(Q)a
1<p <px)<p'<oo, (2)
p este global log-Hélder continua

iar functia f satisface urmatoarele conditii

(H1) f este o functie méasurabild in = € Q si continua in v € R, cu f(x,0) # 0 pe o submultime a lui
Q (unde [Q| > 0); atunci, f este o functie Carathéodory;

(H2) |f(z,u)| < c1 + colu|?™® 1 ap.t. in Q si orice u € R, unde ¢ si ¢y sunt dous constante pozitive,

qeCL(Q)sil<p <pz)<p" <q <q)<q" <p*(z), unde

Np(z) <
() = Np(2)” daca p(z) < N
+00, daca p(z) > N.

(H3) aproape pentru orice x € € si orice u € R, existda by > 0 si by > 0 doua constante, 5 o functie

continua i v o constanta cu 1 < B(z) < p(x) < v astfel incat

[z, u)u — V/ f@, t)dt > —by — bo|ul?®.
0



Atunci este natural sa cautam solutii pentru acest tip de probleme in spatiul Sobolev cu exponent

variabil.

Definitie 1. Spunem ca u € Wol’p(x)(Q) este o solutie slaba pentru problema (1) daca
/ IVuP® 2Ty . Vo dr — )\/ f(z,u)pdx =0, pentru orice p € Wol’p(x)(ﬂ).
Q Q

Rezultatul principal cu privire la problema neliniara de valori proprii (1) este urmatorul:

Teorema 1 ([19]). Presupunem ca are loc ipoteza (2) iar ipotezele (H1)—(H3) sunt indeplinite de functia
f: QxR —=R. Fievy:R —= R o functie de clasi C' astfel incdt, pentru orice constante 0 < p < r,

o > 0, au loc urmatoarele relatii:
(1) 7(0) =~(r) = 0;
ay + ag
(2) 7(p) = '

c+1"’
(3) Ty oo 1 (1) = +00;

(4) 7' (t) <0 dacd si numai dacat <0 sau p <t <r.
Atunci, pentru orice a > 0, are loc una dintre alternativele:

(a) pentru problema (1), a > 0 este o valoare proprie, cu funclia proprie corespunzdatoare u €

Wol’p(w)(Q), stabilitd de relatia

1 1
a< — // f(z,t)dt doe + — /|Vu\p(z)d:c§a1+a
a p(z)

sau

(b) se poate stabili z > 0 un numar care satisface
p<z<r (3)

st determind cu ajutorul urmatoarelor relatii o solutie proprie (u, \) € Wol’p(x)(Q) x (0,a] pentru

problema (1):

Jull = =177 (=) ([ s ivupan) (@)

A—1:z<—v<z>>(/9<1>|Vurp<x)dw)1+a‘“ o
0 <l [ TP do b (o4 ()

u(x)
// f(z,t)dt do+ — /()]VUV’ dr < ay + a.



Pentru a demonstra Teorema 1 enuntam o versiune a Teoremei Mountain-Pass datd de Ambrosetti

si Rabinowitz.

Lema 1 ([8]). Fie X un spatiu Banach si fie J € C1(X x R,R) o functionald care satisface ipotezele:
(i) exista p > 0 si « > 0 doud constante astfel incat J(v, p) > «, pentru orice v € X;

(ii) exista r > p cu J(0,0) = J(0,7) = 0. Atunci avem o valoare critica a lui J, notata

¢:= Inf max J (9(7)),

unde
I'= {g € (C([()? 1])7X) X R;Q(O) = (070)79(1) = (0,7’)}
$1

c¢> inf J(v,p) > a>0.
veX

A doua problema studiata in Capitolul 3 este urmatoarea
—Appyu = Au|P® =2y 4 [u]?@®) =2y in Q,
u=0 pe 09, (7)
u#Z0 in Q,

unde Q@ C RY(N > 3) este un domeniu marginit cu frontiera neteds, A > 0 este un numair real, p,q

sunt functii continue in Q care satisfac

1 <p(z) < q(z) <p*(z),

Np(z)

Npay $ P(x) < N, pentru orice x € Q.

unde p*(z) =

Definitie 2. Spunem ca u € Wol’p(x)(ﬂ) este solufie slaba pentru problema (7) daca
/ IVu|P® 2Ty - Vodr = )\/ uP®) 2y da + / |u|9®) =2 da,
Q Q Q

pentru orice ¢ € Wol’p(x)(Q).
Urmatoarea teorema reprezinta rezultatul principal.

Teorema 2 ([19]). Daca A < Ap+, unde

VulP®)
Ape = inf W
ueW P (Q)\{0} Jo lulP®) da

1<p™ <p(x)<p" <q <qlx)<q" <p(a),
cu p indeplinind ipoteza (2), atunci existd o solutie slabd pentru problema (7).

Instrumentul principal folosit in demonstratia celui de-al doilea rezultat este Teorema Mountain-

Pass in urmatoarea varianta.



Teorema 3 ([9]). Fie X un spatiu Banach real si F € C*(X,R) o functionald care satiface conditia

Palais-Smale. Daca F satisface urmdatoarele conditii geometrice
(1) exista doua constante R,co > 0 astfel incat F(u) > co, pentru orice u € X cu ||ul| = R,
(2) F(0) < co gi exista v € X cu ||v| > R astfel incit F(v) < co,

atunci existd cel putin un punct critic pentru functionala F.

Capitolul 4 se bazeaza pe articolul Eigenvalue problems for anisotropic equations involving a poten-
tial on Orlicz-Sobolev type spaces publicat in Opuscula Mathematica (vezi Referinta [16]).

Fie @ ¢ RY (N > 3) un domeniu mirginit cu frontiera neteds 9. Consideram a; : (0,00) — R,
i € {1,..., N} functii astfel incat aplicatiile p; : R = R, i € {1,..., N}, definite prin

a;([t|)t, pentrut # 0,
@i(t) =
0, pentrut =0,
sunt impare, homeomorfisme cresciatoare de la R la R, A > 0 este un numar real, V(x) un potential
iar q1, g2, m : Q — (2,00) sunt functii continue. Acest capitol este dedicat problemei anizotropice de

valori proprii

N
=37 0u(@il05)) + V(@) ™2 = Ajul? @2 4 o2y in 0,
p (8)

u =0 pe 011,

unde V : Q — R satisface V € L"®)(Q) cu r(z) € C(Q).

Considerand ca operatorul in forma divergenta este neomogen introducem un spatiu Orlicz-Sobolev
pentru probleme de tipul (8). Mai exact, Intrucat problema noastra contine o ecuatie de tip anizotropic,
cautam solutii slabe intr-un spatiu de tip Orlicz-Sobolev mai general, anume spatiul Orlicz-Sobolev
anizotropic. In acelagi timp, observam la exponent prezenta functiilor continue m, ¢ si g2 care ne
conduc la folosirea unui spatiu potrivit de tip Lebesgue cu exponent variabil.

In acest capitol cautam solutii slabe pentru problema (8) intr-un subspatiu al spatiului anizotropic
Orlicz-Sobolev Wong(Q), anume

E = {u € Wong(Q); / ]V(x)Hu\m(I)da: < Kk, cu k > 0 constant realz‘i} .
Q

Definim functionalele Jy, I : E — R prin

JV(U)—/Q;‘I)i(|aiU)d-T+/QM’u| dz,

1 1
I(u :/ uql(‘”)daz—i—/ —— |u|2®) g,
) QQ1(~’U)| | QQ2(I)’ |



Functionala energetica corespunzatoare problemei (8) este definita ca fiind 7 : E — R,
Th(u) = Jy(u) — M (u).
Rezultatele principale ale acestui capitol sunt date de urmatoarele trei teoreme.

Teorema 4 ([16]). Se presupune cd functiile q1,q2,m € C(Q) satisfac ipotezele

2< (P <qy <qf <m™ <mT<q <qf <q -7 < (R, (9)

T

_/
unde r~ = L—.
r——1

Atunci orice A > 0 este o valoare proprie pentru problema (8).
Teorema 5 ([16]). Se presupune cd functiile q1,q2, m € C(Q) verificd conditiile
2<q <qf <qp <gf <mT<mT<mt T < (R)- < (R (10)
—

unde v~ = ——. Atunci exista A\« > 0 astfel incdt orice A € (0, \i] este o waloare proprie pentru

problema (8).
Teorema 6 ([16]). Se presupune cd functiile q1,q2, m € C(Q) indeplinesc ipotezele

2<q; <qgf <m - <mt<q <qf <qf - <(P)_ < (P, (11)

unde r~' = szl. Atunci exista \* > 0 astfel incat orice A € [A\*,00) este o valoare proprie pentru

problema (8).

Capitolul 5 se bazeazi pe articolul An ezistence result for a quasilinear degenerate problem in R
publicat in Electronic Journal of Qualitative Theory of Differential Equations (vezi Referinta [17]). In

acest capitol studiem problema
—div[¢l(|Vu]2)Vu] + a(@)|u*%u = |u]""2u + [u’"2u in RY(N > 3), (12)

unde a este un potential pozitiv care satisface urmatoarele ipoteze:
(a1) a € Li5, (RN \ {0});

loc
(a2) essinfpna > 0;
(ag) lim, .o a(m) = limmﬁoo a(x) = 400,
l<p<qg<N,l<a<pq/psimax{a,q} <7< B <p*=pN/(N—p),cup siq conjugatele
exponentilor, respectiv, p si q.

Presupunem ca functia ¢, care genereaza operatorul diferential in problema (12), satisface urmatoarele

ipoteze:
(¢1) ¢ € CH(Ry, R );
(¢2) ¢(0) = 0;

(¢3) exista c; > 0 astfel incat

c1tP®)/2 < ¢(t) daca t > 1,
c1t?@/2 < p(t) dacd 0 < t < 1;



(¢4) existd cy > 0 astfel incat

P(t) < cotP@/2 daca t > 1,
o(t) < cot1®)/2 dac 0 < t < 1;

(¢5) existd 0 < pu < 1 astfel incat 2t¢ (t) < yu¢(t) pentru orice t > 0;

(¢¢) aplicatia t — ¢(t2) este strict convexa.

Scopul nostru este sa demonstram, cu ajutorul teoremei mountain pass (vezi [11, 12, 13]), c& prob-
lema (12) admite cel putin o solutie slaba.

Acum, definim spatiul de functii LP(RY) + LI(R™) ca fiind inchiderea spatiului C2°(R") in norma

ol o o = inf {Jlell, + 0 € LP(RY), 0 € LIRN),u=v+w}. (13)

Fixam ||ull, . = [[ull oo @y) 4 a@ny-

Proprietatea ca LP(RY) + LI(RY) sunt spatii Orlicz, precum si alte proprietati ale acestor spatii,
au fost demonstrate de M. Badiale, L. Pisani si S. Rolando in [5].

Cu scopul de a folosi aceste proprietati in capitolul de fata, enuntdm urmatoarele rezultate care se
gasesc si in [4]:
Propozitie 1. Fie Q € RN, v € LP(Q) + L4(Q). Avem:

(i) dacd Q' C Q astfel incit |Q'| < 400, atunci u € LP(Q');

(i) dacd Q' C Q astfel incat u € L=(), atunci u € LI(Q);

(iit) [[Ju(z) > 1]]] < 400;

() w € LP([lu(z)| > 1]) N L ([|u(z)| < 1]);

(v) infimumul din (13) este atins;

(vi) LP(Q) + L9(Q) este reflexiv si (LP(Q) + LI(Q)) = LP (Q) N L7 (Q);

(vii) [[ull o) rag) < max  1ull Lo (a1 » 1l ogu) <) 1

(viir) daca B € Q, atunci [[ull o)1 ra) < 1l ze)sram) + 14l Lo\ B)+La0\B)-

In sfargit, definim spatiul de functii

X :=Cco®m) !,

1/
lull = 9, + ( / a<x>|u|adx) .
RN

Observam ca X se scufunda continuu in W definit de Azzollini in [4], unde

unde

W= Cce@®")



Definitie 3. O solutie slaba pentru problema (12) este o functie u € X \ {0} astfel incdt
/ [¢/(\Vu|2)(Vu V) 4 a(z)|u)*2uv — u|" " 2uw — |ulf2uv|dz =0,
RN

pentru orice v € X.

Definim functionala energetica I : X — R prin

1 1 L1 1
I(u) = 3 /RN o(|Vul|?)dz + o /RN a(z)|u|dx — S /RN |u|"dz — 3 /RN lulPdz.

Acum, vom enunta o versiune a lemei mountain-pass a lui A. Ambrosetti si P. Rabinowitz [2] (vezi

st [3])-

Lema 2. Fie X un spativ Banach, cu presupunerea cd I € CY(X,R) satisface urmdtoarele conditii
geometrice:
(a) I(0) =0;
(b) exista doud numere pozitive a gi r astfel incdt I(u) > a pentru orice u € X cu ||ul| = r;
(c) exista e € X cu ||e|| > r astfel incat I(e) < 0.
Fie
P:={pe C([0,1]; X);p(0) = 0,p(1) = e}

§1
c:= inf sup I(p(t)).
PEP 1c(0,1]
Atunci ezista un sir (u,) C X astfel incat
lim I(up) =c si li HI ~ 0.
Jim I(up) =c gt lim T (un)]|, =0
Mai mult, daca I satisface conditia Palais-Smale in punctul ¢, atunci c este o valoare critica pentru
1.

In sfargit, rezultatul principal al acestui capitol este dat de urmatoarea teorema.

Teoremi 7 ([17]). Se presupune ci 1 < p < ¢ < N, 1 < a < p*¢/p, max{a,q¢} < v < B < p*,
(a1) — (a3) si (¢1) — (¢p6) sunt indeplinite. Atunci problema (12) are cel putin o solutie slabd.

Capitolul 6 se bazeaza pe articolul An existence result for quasilinear elliptic equations with variable
exponents publicat in Annals of the University of Craiova, Mathematics and Computer Science Series
(vezi Referinta [18]). Fie Q ¢ RV (N > 3) un domeniu mérginit cu frontiera neteds. Fie A un parametru

real pozitiv, p,r, s functii continue in 2 care satisfac conditia

2 <p(z) <r(x)<s(x) <p(x), (14)

Np(x)
N—p(z)

unde p*(x) = si p(z) < N pentru orice z € .



In acest capitol studiem o ecuatie eliptica neliniara de tipul p(z)-Laplace

—div(o(x, |Vu|)Vu) + [u[P® 2y = Nu["® =2y — h(z)|[u*® 2y n Q, (15)
u=0 pe 09,

unde ¢(x,t) este de tipul |¢|[P*)~2 satisfacand urmitoarele ipoteze:
(hl) ¢ : Q x [0,00) — [0, 00) indeplineste urmatoarele conditii: ¢(-,w) este o functie masurabila in
Q) pentru orice w > 0 si ¢(z, ) este local absolut continua in [0, c0) pentru aproape orice z € ;

(h2) Fie a € Lp/(z)(ﬂ) o functie si b o constanta nenegativa astfel incat
|6 (x, [o))v] < a(x) + blo|P™) ! Ve € Q, Vo € RY;

(h3) Exista ¢ > 0 o constanta astfel incat, pentru aproape orice = € €2, este indeplinitd urmatoarea
conditie:

o(x,w) > cwP® =2 pentru aproape orice w > 0,

cu functia continua p : Q — (1,00) si h : Q — [0,00) este o functie continui care satisface urmatoarele

1
As(@) s(@)—r(z)
— LY 16

)\s(z)—2 S(I)iT(Z) s(-)
W € Ls()-2 (Q) (17)

ipoteze:

Scopul acestui capitol este de a stabili, cu conditii potrivite asupra lui ¢, ca pentru A suficient
de mare exista cel putin doua solutii slabe netriviale. Pentru a demonstra acest rezultat, folosim o
versiune speciala a teoremei mountain pass (vezi [1] si [20, Theorem 1.15]) si o metoda variationala
corespunzatoare.

Pe parcursul acestui capitol, cautam solutii slabe pentru problema (15) intr-un subspatiu al lui

VVO1 P (')(Q), mai exact In spatiul Sobolev cu exponent variabil de tip ponderat definit prin

X = {u € Wol’p(')(m;/ h(z)|u*@dz < oo}
Q

inzestrat cu norma

Jull x = lulpey + [Vulpey + [ulps0)-

Definitie 4. Numim solutie slaba pentru problema (15) o functie u € X care satisface

/ ((ﬁ(:c, |Vu|)VuVe + ]u\p(“)ﬁugo)da: = )\/ |u|" ™ 2upda — / h(a)|u*® 2 upds,
Q Q Q

pentru orice p € X.
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Definim functionala energetica I : X — R prin
1 1 h(z)
I(u) :/45 x, Vu)da:—i—/ up(x)dac—)\/ ur(x)dx—i—/ =5 @) g,
W= e vebde s e 0 a() " o r(z) "

@(w,t):/o o(z,w)wdw.

unde

In sfargit, enuntam rezultatul principal.

Teorema 8 ([18]). Ezista A\« > 0 astfel incat pentru A > A, problema (15) are cel putin doud solutii

slabe netriviale.

In capitolul 7 studiem urmatoarea problema de valori proprii

—div [a(x)(é(z, |Vu|)Vu + o (z, |Vu]) V)] = Au|9®) 2y, r €N a8)
u=0, x € 01,

unde Q € RY(N > 3) este un domeniu marginit cu frontiera neted, A este un numar real pozitiv,

a: ) — [0,00) o functie ponderatd cu proprietatea ci a € Li (Q) si p1,p2,q € C1 () satisficand

loc
1<pi(z) <q” <q" <pa(z) <pi(e), (19)

Npi(x)
N — pi(x)
Problema (18) se bazeazi pe un operator neomogen de tipul (¢(z, |Vu|)Vu). Cand ¢(z, p) = pP® =2,

unde pj(x) := daca p1(z) < N si pj(x) := 400 daca p1(z) > N.

operatorul implicat in (18) este operatorul p(z)-Laplace, adica,

Ay = div(|VuP@ 2 V).

p(x)
Consideram functiile ¢, : Q x [0, 00) — [0, 00) care indeplinesc urmatoarele ipoteze:
(h1) &(-, ) si (-, u) sunt doua aplicatii masurabile pe Q pentru orice u > 0; in plus, ¢(z,-) si ¥(x,-)
sunt local absolut continue pe [0, 00) pentru aproape orice z € 2;
(he) exista oy € n (Q), ag € Lp;(Q) functii si 8 > 0 astfel incat
(B (x, [v])o] < a1 (x) + Bl (@, [o])v| < as(e) + Blof2) !

pentru aproape orice x € €) gi pentru orice v € RN,

(h3) exista o constanta pozitiva ¢ > 0 astfel incat

0¢

7 (@) 2 cpP =2

$(a, ) > cpP D72 G, ) +

si
V) = D2, ) + o () > e,
1w

pentru aproape orice x € ) si pentru orice constanta p pozitiva.
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Definitie 5. O solutie slaba pentru problema (18) este o functie u € Dé’pQ(I)(Q) \ {0} astfel incat
/ a(x) [p(z,|Vul) + ¢ (z, |Vu|)] VuVodr — /\/ u|1®) = 2ypdz = 0,
Q Q

pentru orice v € Dé’pQ(w)(Q) \ {0}.

Spatiul functiilor pentru problema (18) este Dé’p 2(2) (), aceasta alegere fiind motivata de ipoteza
(19) si de prezenta unei functii ponderate a : @ — [0, 00) care satisface a € L], (€2).
Pentru orice A > 0 definim F) : Dé’m(m)(Q) — R prin

Fy(u) _/ a(x)|Vu]p1(‘”)da:+/ L(x) \Vu]m(x)da:—)\/ L]u\q(””)dgtﬁ.
o pi(z) o p2(x) o q(x)

Atunci, Fy € CHDP"(Q),R) si

<F)l\(u),v> = / a(x) [p(z,|Vu]) + ¥ (z,|Vu|)] VuVodr — )\/ [u|1®) =2y de,
Q Q

pentru orice u,v € Dé’m(x)(ﬂ).
Definim primul coeficient Rayleigh prin

/ D).\ @) / WD) |G pr@)
A= inf o p(z) o p2()

ueDy P2 (Q)\{0} / q(lx),u‘q(x)dx
Q

Rezultatul principal al acestui capitol este dat de urmatoarea teorema.

Teorema 9. Se presupune ca ipoteza (19) este indeplinita. Atunci Ay > 0. Mai mult, orice A € [A\1,00)
este o valoare proprie pentru problema (18). In plus, existd o constantd pozitiva Mg astfel incat g < Ay

$i nici o valoare A € (0, \g) nu este valoare proprie pentru problema (18).
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