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1 Introducere

O ecuatie cu derivate partiale (EDP) este o ecuatie ce implica o functie necunoscuta de doua sau mai
multe variabile si, cu siguranta, derivatele sale partiale. Ecuatiile cu derivate partiale apar frecvent in
toate domeniile, ca de exemplu in fizicd, mecanica sau inginerie. De fapt, oriunde avem o interactiune
intre niste variabile independente, putem defini functii utilizind aceste variabile si putem descrie o
multitudine de procese, dezvoltand ecuatii pentru aceste functii. In consecinta, din cauza varietatii
de fenomene ce pot fi modelate de ecuatiile cu derivate partiale, nu exista o teorie generala privind
rezolvarea lor.

Exista mai multe metode de a rezolva ecuatiile cu derivate partiale, fiecare metoda putand fi aplicata
unei anumite clase de ecuatii. A rezolva o EDP depinde in mare parte de structura sa initiala. Se
considera ca o problema data este “bine-pusd” daca are o unica solutie stabila (i.e. solutia depinde
continuu de datele problemei). Exista mai multe moduri de a defini o solutie a unei EDP. Cea mai
naturala definitie este urmatoarea: atunci cand toate derivatele ce apar in problema exista i sunt
continue, desi derivatele de ordin mai mare pot si nu existe. Astfel de solutii se numesc “solutii
clasice”. Pe de alta parte, exista functii pentru care este posibil sa nu existe toate derivatele, dar care
satisfac ecuatia Intr-un anumit sens definit. Astfel de functii sunt cunoscute in literatura ca “solutii
slabe” si sunt cele mai utilizate in analiza ecuatiilor cu derivate partiale. Uneori, este mai convenabil
sa demonstram existenta solutiilor definite In sens slab si apoi sa aratam ca aceste solutii sunt de fapt
solutii clasice.

In general, solutiile definite in sens slab pot fi gasite ca puncte critice ale functionalelor variationale
atagate problemei respective, definite pe un spatiu de functii adecvat. Cel mai ugor mod de a obtine un
astfel de punct critic este a cauta un punct de extrem, care In majoritatea cazurilor este un punct de
minim global. Daca functionala are proprietati bune, ca de exemplu netezimea sau marginirea, existenta
punctelor de minim poate fi obtinuta prin aplicarea metodelor directe in calculul variational. Altfel,
de exemplu, daca functionala nu e suficient de neteda, problema poate fi reformulata ca o inegalitate
variationala, sau daca functionala nu este marginita, exista anumite tehnici de minimizare ce pot fi
folosite, prin constrangerea functionalei pe o multime unde este marginita inferior. Astfel de tehnici de

minimizare sunt de exemplu minimizarea pe sfere sau pe varietatea Nehari.

Unele dintre problemele fundamentale in fizica matematica sunt, probabil, problemele de valori
proprii pentru ecuatiile cu derivate partiale eliptice. Analiza unor astfel de ecuatii implica, in general,
metode energetice ce se bazeaza pe teoria punctului critic mentionata anterior. De exemplu, problema
de valori proprii asociata operatorului p—Laplacian cu conditie de tip Dirichlet omogena pe frontiera

domeniului, i.e.

—Apu=AufP2u in Q
(1)
u=0 on 0,

unde 2 este un domeniu marginit in RY, p € (1,00) si Apu := div(|Vu|P~2Vu) reprezinti operatorul

p—Laplacian, a fost intens studiata de-a lungul timpului si au fost obtinute multe rezultate interesante.



Daca p = 2, problema (1) devine problema de valori proprii pentru operatorul Laplacian,

—Au=Xu in
u=>0 on 0,

si este bine cunoscut faptul ca toate valorile sale proprii sunt pozitive si formeaza un sir crescator si
nemarginit 0 < A1 < Ao < A3 < ... astfel incat \,, = 400 cand n — oco. Mai mult, In acest caz
particular, toate valorile proprii au multiplicitate finita si prima valoare proprie este simpla. Pentru
p # 2§ N > 2, descrierea completa a multimii valorilor proprii este o problema deschisa. Se stie ca
teoria Ljusternik-Schnirelman asigura existenta unui gir infinit de valori proprii pozitive ale problemei
(1), dar in general aceasta teorie nu da toate valorile proprii. Prima valoare proprie (i.e. cea mai mica)

a problemei (1), \1(p), poate fi caracterizata din punct de vedere variational astfel

Jo IVul? dx

A = =
0= ot o T dz

Valoarea proprie A\1(p) este simpla, izolata si functiile proprii asociate nu schimba semnul in Q. De
asemenea, daca u, > 0 este o functie proprie asociata valorii proprii Ai(p), atunci sirul {u,} contine un
subsir, ce converge uniform in €2, cand p — oo, la o solutie netriviala si nenegativa definita in sens de

viscozitate a problemei limita
min{|Vu| — Asott, —Asou} =0 in
u =0 on 0,

unde A, reprezinta operatorul co—Laplacian, care pentru functii v : @ — R suficient de netede este

definit astfel Ajou := ij:l g; 8%8322(%:]- = (D?*uVu, Vu) si

1
~ maxdist(z,00)

e

A

Rezultatele de mai sus, obtinute in cazul operatorului p-Laplacian, reprezinta motivul pentru care
prima parte a tezei (Capitolul 2) este dedicatd studierii unor probleme de valori proprii, asociate
unor operatori eliptici diferentiali sau integrali. De exemplu, consideram o versiune anisotropica a

p-Laplacianului gi anume, operatorul (p, ¢)—Laplacian anisotropic, definit astfel
Ap gt = divy (19,7 Vou) + divy (IVyul*> Tyu) |

unde V,u si Vyu reprezinta derivatele lui « in raport cu primele L variabile si in raport cu ultimele
M variabile (L + M = N) si o versiune fractionald a p—Laplacianului, operatorul (s,p)—Laplacian

fractional, definit de

u(z) — u(y)|P2(u(z) — u
(=4p)°u(z) = 21im |my|>e’ @) ’(f)_‘ y|]5+ip) W) 4y, ¢ eRY,

unde 1 < p < 00 i 0 < s < 1. Fiecaruia dintre acesti operatori, ii asociem o problema de valori proprii
adecvata si descriem spectrul sau utilizand metode bazate pe teoria punctului critic. Pe langa acestea,

in acest capitol, studiem continuitatea primei valori proprii in raport cu un parametru, pentru o familie



de valori proprii degenerata si la sfargit enuntam un principiu de maxim pentru o clasa de operatori
diferentiali de prim ordin, folosind ca punct de plecare o problema de valori proprii pentru operatori
eliptici ce implica prezenta unor exponenti variabili.

A doua parte a tezei (Capitolul 3) este dedicata studierii unor ecuatii cu derivate partiale asociate cu
conceptul de “torsional creep”. Acest fenomen este explicat ca fiind deformarea plastica permanenta a
unui material supus unui moment de torsiune pentru o perioada indelungata de timp si la o temperatura

ridicatda. Modelarea unui astfel de fenomen este legata de probleme neomogene de tipul

—Apu=1 in Q
(2)
u=0 on 0,

unde p — oco. Este cunoscut faptul ca problema (2) are o unica solutie, u,, ce converge uniform la functia
dist(-,09Q) (functia distanta la frontiera domeniului 2), cand p — oco. Cazul limita este deosebit de
important in aplicatii deoarece modeleaza torsiunea plastica perfecta. In acest capitol, scopul nostru va
fi s& studiem comportamentul asimptotic al unor familii de solutii pentru diferite ecuatii, ce reprezinta

extensii ale problemei clasice de torsional creep (2).

2 Rezultate principale

Teza este structurata in 3 capitole (Capitolele 2-4). Capitolele 2 si 3 reprezinta partea principala a tezei,
continand ecuatiile cu derivate partiale studiate in acord cu motivatiile descrise anterior. Capitolul 4
contine cateva probleme deschise din literatura pe topicul tezei. In continuare, descriem pe scurt

rezultatele principale din teza.

Pe parcursul tezei consideram ca € este un domeniu marginit din RY cu frontiera neteda 9. De

asemenea, in continuare, prin solutie a unei ecuatii vom intelege o solutie definita in sens slab.

Capitolul 2 este dedicat studierii unor probleme de valori proprii asociate unor diferite tipuri de
operatori diferentiali sau integrali. In acest capitol, A este un parametru real, ce va fi numit valoare
proprie a unei probleme daca problema respectiva are o solutie netriviald definitd in sens variational.
Acest capitol cuprinde 4 sectiuni (Sectiunile 2.1-2.4).

Sectiunea 2.1 (bazata pe lucrarea [1]) este dedicata studierii unei probleme de valori proprii asociata
unui operator (p, q)-Laplacian anisotropic. Mai exact, daca L si M sunt douad numere intregi pozitive
astfel incat L + M = N, atunci pentru doua numere reale p si ¢, ce satisfac 1 < p < ¢ < oo, si fiecare

functie netedd u : Q@ — R, definim operatorul (p, q)-Laplacian anisotropic astfel
Ap gt = divy (19,7 Vou) + divy (IVyul*> Vyu) |

unde prin Vg u si Vyu am notat derivatele lui u in raport cu primele L variabile respectiv, in raport cu

ultimele M variabile,

ou Ou ou ou Ou ou
qu— <8$1’3x2”8u> and VyU— <8y1,8y2,7ayM> .



In aceasta sectiune, studiem existenta solutiilor netriviale ale urmatoarei probleme de valori proprii

anisotropice

—Apqu = Nul["2u, inQ
(3)
u =0, on 0.

Rezultatul principal al acestei sectiuni este urmatorul (corespunzator Teoremei 2.1 din teza):

Theorem 1. Presupunem ca 1 <p < q < oo gi saup > N sau

L M L L
—4+ —>1 and — - —<1.
p q p q

Atunci mulfimea valorilor proprii a problemei (3) este datd exact de intervalul deschis (u1(q), 00), unde

JZG
pi(q) = inf
ue€Wy " (Q)\{0} /‘u,q

In sectiunea 2.2 (bazati pe lucriirile [2] si [6]), studiem doui probleme de valori proprii asociate
unui operator integral. Aceastd sectiune este Impartitd in doua subsectiuni: 2.2.1 si 2.2.2. Pentru a
prezenta rezultatele principale din aceste subsectiuni, definim pentru fiecare p € (1,00) si s € (0,1),

operatorul (s, p)-Laplacian fractional astfel

uzxr) —u “2(u(x) —u
(_Ap)su(x> . 211\2% e ’ ( ) ’%)_‘py’15+ip) (y)) dy, re RN )

Problema clasica de valori proprii asociata operatorului (s, p)-Laplacian fractional este data de

(~8)%u(z) = Mu(z)P~u(x), = €9 (4)
u(x) =0, for z € RY\Q.

Prima valoare proprie a problemei (4), notata A;(s,p), poate fi caracterizata din punct de vedere

’P
dx dy
Ai(s,p) = inf /RN /RN |2 — y’N+sp .
weCs® ()\{0} / uf? da
]RN

variational astfel:

(5)

In subsectiunea 2.2.1, analizam problema
(—Ap)*u(z) = Af(z,u(zx)), forz e
u(z) =0, for z € RV\Q,
unde functia f: Q x R — R este data de

h(z,t), ift>0,
flz,t) = (7)
tP=2t, ift<O0.

Functia h :  x [0,00) — R este o functie Caratheodory, ce satisface urmatoarele ipoteze:



(H1) existd o constantd pozitivi C' € (0, 1) astfel incat |h(z,t)] < CtP~! pentru orice t > 0 si a.p.t
x € )

(H2) exista ty > 0, astfel incat H(x,ty) = fo (x,s) ds > 0 pentru a.p.t x € ;

(H3) tlim Mz.) — 0, uniform in Q.
—00

Rezultatul principal al acestei subsectiuni este dat de urméatoarea teorema (corespunzatoare Teoremei
2.2 din teza):

Theorem 2. Presupunem ca f este data de relatia (7) si conditiile (H1), (H2) si (H3) sunt satisfacute.
Atunci, Ai(s,p) definita in (5), este o valoare proprie izolatd a ecuatiei (6). Mai mult, orice A\ €
(0, A\1(s,p)) nu este valoare proprie a problemei (6), dar exista puy > Ai(s,p), astfel incit X\ € (p1,00)

este o valoare proprie a problemei (6).

In subsectiunea 2.2.2, studiem urmatoarea problema de valori proprii perturbata:

(=Ap)su(z) + (—Ap)tu(z) = AMu(z)|[""2u(z), for z € Q

u(z) =0, for z € RM\Q,

unde s, t, p si ¢ sunt numere reale ce satisfac ipoteza

N N
0<t<s<l, 1<p<g<oo, S—EZt—;, (9)

si T € {p,q}. Scopul nostru va fi sa determinam multimea parametrilor A, pentru care problema (8)

are solutii slabe netriviale. In acest scop, definim

/ / W) dx dy
_ N+sp
Ai(s,p) = inf RY JRY |:E | , if r=p
ueC§e ()\{0} ”U,|p da
A= uﬂ?x ) — u(y)|?
ry Joy |z —y[NH v dy
Ai(t,q) == mf , if r=gq.
RN

Rezultatul principal asupra problemei (8) este urméatorul (corespunzator Teoremei 2.3 din teza):

Theorem 3. Presupunem conditia (9) indeplinita. Atunci multimea parametrilor X\ pentru care prob-
lema (8) are cel putin o solutie slaba netriviala este datd de intervalul deschis (A1,00), cu A1 definita

anterior. Mai mult, solutiile slabe pot fi alese sa fie nenegative.

In sectiunea 2.3 (bazati pe lucrarea [3]), pentru fiecare o € [0,2), considerfim problema de valori
proprii

—div(|jz|*Vu) = Au, for z € Q
(10)

u =0, for x € 002,



unde 0 € Q2 si catul Rayleigh corespunzator ecuatiei, i anume:

/ |2|%|Vu|? da
Q .

/u2 dx
Q

Infimumul catului anterior considerat dupa toate functiile netede ce iau valoarea zero pe frontiera, i.e.

/ |z|%|Vu|? da
A(@) == inf Q

uECE (V\{0} / Zde
Q

este pozitiv gi reprezinta prima valoare proprie a problemei (10). Astfel, putem defini functia A; :
[0,2) — (0,00). Rezultatul principal al acestei sectiuni este dat de urmatoarea teorema (corespunzatoare

Teoremei 2.4 din teza):
Theorem 4. Functia A : [0,2) — (0,00) este continud.

Scopul sectiunii 2.4 (bazata pe lucrarea [5]) este de a prezenta cum o serie de rezultate obtinute
pentru o problema de valori proprii cu exponenti variabili, pot fi folosite pentru a obtine un principiu
de maxim, ce completeaza principiul de maxim clasic pentru operatori eliptici. Teorema principald din

aceasta sectiune este urméatoarea (corespunzatoare Teoremei 2.7 din teza):

Theorem 5. Fie d : Q — RY o functie vectoriald astfel incat @ € C! (G RMNC(RYN). Presupunem

ca exista o constanta pozitiva ag > 0 asa incat
.= —
divd(z) >ap >0, VzeQ. (11)
Daci p € CHQ)NC(Q) este o solutie a inegalittii diferentiale
%
d(z)-Vplz) <0, VeeQ, (12)

atunci pentru fiecare multime deschisia U C Q, minimul functiei p in U este atins pe OU.

Dacd p € CH(Q) N C(Q) este o solutie a inegalitatii diferentiale
() Vp(x) >0, Vee, (13)

atunci pentru fiecare multime deschisa U C Q, mazimul functiei p in U este atins pe OU.

Daci p € CHQ)NC(Q) este o solutie a ecuatiei
- —
d(z)-Vp(z)=0, Ve, (14)

atunci pentru fiecare multime deschisia U C Q, maximul si minimul functiei p in U sunt atinse pe OU.

Capitolul 3 este impartit la randul lui in 3 sectiuni si este dedicat studierii unor ecuatii cu derivate

partiale relationate cu conceptul de “torsional creep”.



In sectiunea 3.1 (bazata pe lucrarea [7]), mentinem conexiunea cu precedentul capitol, prin consid-
erarea pentru fiecare numar intreg n > 1, familia de probleme de valori proprii
—Aopu = pu, forxz e
u=0, for z € 00 (15)
ullr2() =1,

unde Ag,u = div(|Vu|?"~2Vu) reprezinta operatorul 2n-Laplacian si i este un numér real. Rezultatul
principal asupra problemei (15) este dat de urmatoarea teorema (corespunzatoare Teoremei 3.1 din

teza):

Theorem 6. Pentru fiecare numdar intreg n > 1, definim

/ \Vu|?™ dx
pi(n) = inf 8

weWs " (@\{0} ( / 2 dw)"'
Q

Atunci py(n) este un numar real pozitiv, care reprezintd cea mai mica valoare proprie a problemei (15).
Considerand u, ca fiind functia proprie corespunzatoare a sa, girul {u,} converge uniform in Q la

H(SHZQI(Q)(S, unde 0(x) := infycpn |x —y|, V& € Q, reprezinta functia distanta la frontiera domeniului €2 .

Scopul sectiunii 3.2 (bazata pe lucrarea [4]), este de a investiga comportamentul asimptotic al

solutiilor pentru urméatoarea familie de ecuatii:

div (%vu) —n(1) in Q

(16)
u=0 on 01,

unde, pentru fiecare intreg n > 1, functiile ¢,, : R — R sunt impare, homeomorfisme de clasa C!
definite astfel:
On(t) = pult|Pr 2™ VieR, (17)

unde p,, € (1, 00) sunt numere reale date, astfel incat lim,,_,o p, = +00. Rezultatul principal al acestei

sectiuni este dat de urmatoarea teorema (corespunzatoare Teoremei 3.3 din teza):

Theorem 7. Problema (16), cu functiile o, definite prin relatia (17), are o unicd solutie variationald
pentru fiecare numar intreg n > 1, cu p, € [2,00), pozitiva in ), notatd u,. Mai mult, daca

limy, 00 pn = 00, sirul {u,} converge uniform in Q la functia distanta la frontiera domeniului 2.

In sectiunea 3.3 (bazati pe lucrarea [8]), consideram H : RN — [0,00) o normi Finsler si « :

Q xR — (0,00) o functie continu# pentru care exista dous constante pozitive A, A, astfel incit
0<A<alrt) <A<+, VZeEQ, VtER. (18)
Pentru fiecare numar real p € (N, 00), consideram urmatoarea problema:
—div(a(z,u)H(Vu)P2H(Vu)) = f, = €Q,

u =0, x € 010,



unde f: Q — (0,00) este o functie continua dati si H : RY — RV este definita astfel:

0 (1 .

Hi(€) = =— (=H()?), VEeRY, Vie{l,..,N}.
0& \ 2

Rezultatele principale ale acestei sectiuni sunt date de urmatoarele teoreme (corespunzatoare Teo-

remelor 3.5 si 3.6 din teza):

Theorem 8. Presupunem conditia (18) verificata. Atunci, pentru fiecare p € (N, 00) problema (19)
are o solufie slaba u, € Wol’p(Q) astfel incat uy(x) > 0 pentru a.p.t z € Q.

Theorem 9. Presupunem conditia (18) verificata. Fie {pn}n C (N, 00) un gir de numere reale asa incat
lim p, = oo. Pentru fiecare n > 1 notam prin up, € Wol’p"(ﬂ) o solutie slaba, nenegativa a problemei

n—oo

(19) cu p = pn. Atunci, sirul {up, }n converge uniform in Q la functia distanta la frontiera domeniului
Q definita astfel 5p(x) := infycon HO(x —y), pentru fiecare x € Q, unde H®(x) := SUpgg <x—é§, Va e

RV,

In Capitolul 4 sunt prezentate cateva probleme deschise din literatura, pe topicul tezei, cu scopul

de a ne ghida in cercetarile viitoare.
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