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Teza are ca subiect de studiu ecuatiile cu derivate partiale (EDP). Studiul ecuatiilor cu
derivate partiale a luat nastere in secolul al XVIII-lea, fiind inspirat de modele din mecanica
(elasticitate, camp gravitational). Mai tarziu, acest studiu a fost stimulat si de alte probleme
fizice sau chimice (spre exemplu, diverse probleme legate de difuzie, electrostatica, electrici-
tate sau magnetism), probleme din biologie, matematica aplicata si inginerie. Prima ecuatie
cu derivate partiale a fost ecuatia coardei vibrante

0%u 0%u

o2~ " ox2
unde u = u(z,t) reprezinta elongatia in punctul = si la momentul ¢, iar constanta pozi-
tiva a reprezinta raportul dintre presiunea constanta exercitata asupra coardei si densitatea
acesteia.

Ecuatiile cu derivate partiale interactioneaza cu o varietate de ramuri ale matematicii si
fizicii, cum ar fi: analiza reala, analiza functionala, geometria algebrica, geometria diferentiala,
fizica matematica sau teoria haosului (teoria sistemelor complexe).

Principala problema in studiul ecuatiilor cu derivate partiale este existenta solutiilor.
Una din ideile principale in cautarea solutilor slabe pentru ecuatii cu derivate partiale se
bazeaza pe teoria punctului critic. Unei ecuatii i se poate asocia o functionala energetica ale
carei puncte critice sunt solutiile ecuatiei.

Un instrument principal in gasirea punctelor critice pentru o functionala ® este metoda
directa a calculului variational a lui Struwe. Ideea este sa cautam un minim pentru @ ce
urmeaza a fi obtinut ca limita (intr-un sens adecvat) a unui gir minimizant.

Insi uneori nu este posibil s& minimizdm o functie continua nenegativa ® pe un spatiu

metric complet. O abordare alternativa este sa folosim principiul variational al lui Ekeland.



Acest instrument foarte util afirma ca pentru o functie nenegativa ® de clasd C'* pe un spatiu
Banach exista intotdeauna un sir minimizant (u,,) astfel incat ®'(u,) — 0.

In situatia cand metoda directa a calculului variational si principiul variational al lui
Ekeland nu pot fi aplicate, atunci teorema “mountain pass” a lui Ambrosetti si Rabinowitz
este un alt rezultat valoros in teoria punctului critic. Acest rezultat consta in urmatoarele:

daca ® este o functie de clasa C* pe un spatiu Banach X care satisface conditia Palais—Smale

(PS) daca avem un sir (u,) intr-o varietate M astfel incat |®(u,)| este marginit i ¢’ (u,) —

0, atunci (u,) este relativ compact (contine un subsir convergent) in M,
si condifia geometrica

®(0) =0,
®(v) > a >0, pentru orice v € X cu ||v|]| = R,

d(vg) <0, pentru vy € X cu ||vg] > R,

atunci existd un punct critic netrivial u al lui @, adica ®'(u) =0 g1 ®(u) > a.

Pe langa aceste instrumente care pot fi aplicate in teoria punctului critic, exista si alte
modalitati de a gasi solutii pentru ecuatii cu derivate partiale, inclusiv variante ale metodelor
mentionate mai sus, de exemplu teorema ”"mountain pass” fara conditia Palais-Smale sau
teorema ”mountain pass” simetrica.

Scopul prezentei lucrari este sa studiem existenta solutiilor slabe pentru diverse ecuatii
cu derivate partiale. Teza contine o parte introductiva si sase capitole principale, pe care le
vom prezenta in cele ce urmeaza.

Capitolul 1 se bazeaza pe lucrarea Perturbation effects for a singular elliptic prob-
lem with lack of compactness and critical exponent acceptata in Minimax Theory and its

Applications. In acest capitol studiem problema

N+242a

—Au=V(w)e|*lu] ¥ + Ag(z) in RY, (1)

unde N > 3, a € (—2,0), A > 0 este un numar real, g apartine unui spatiu Sobolev ponderat

adecvat, iar V este un potential pozitiv pe RY care satisface urméatoarele ipoteze:

(V1) V € L>=(RY);



(V2) esslimV(z) = esslimV(z) =V € (0,00) and V(z) > V; a.a. x € RY;

|z|—0 |z| =00

(V3) meas({x € RN : V(x) > V;}) > 0.

Punctul de plecare al abordarii variationale a problemei (1) il constituie o inegalitate da-
torata lui Caffarelli, Kohn si Nirenberg, care se bazeaza pe inegalitatile lui Sobolev gi Hardy,

concretizata in urmatoarea lema.

Lemma 1. Fie N > 2, a € (0,2) §i notam 2, = NEJQVM. Atunci exista C,, > 0 astfel incat

2/2%
(/ \u|22dx) gCa/ 27| Vul? da 2)
RN RN

pentru orice u € C§(RY),

Mai exact, vom folosi inegalitatea

N—-2

ol 20N+ Nta 9
|z|%|u| 72 dx <C, |Vul|* dx (3)
RN RN

pentru orice u € C°(RY), unde —2 < a < 0.
In acest capitol cautdm solutii slabe ale ecuatiei (1) in spatiul Hilbert H'(RY), definit

ca inchiderea spatiului C§°(RY) in raport cu norma

1/2
|lu|| = (/ |Vu|2dx) )
]RN

Spunem ci u € H'(RY) este o solutie slabd a problemei (1) daca

N+242a

Vu~Vvdx—/ V(z)|z|*|u| ~-2 vdx—A/ g(z)vdr =0
RN RN

RN
pentru orice v € C§°(RY). Consideram g € H1(RY), spatiul dual al lui H'(R").
De asemenea, punem in lumina faptul ca solutiile slabe ale ecuatiei (1) corespund

punctelor critice ale functionalei energetice

1 2(N+a)

N -2
I\(u) = 3 /RN |Vul*dz — M/RN V(z)|z|®|u| 72 dx — )\/RN g(x)udx.

Dat fiind acest cadru, scopul nostru este sa stabilim existenta a cel putin doua solutii pentru
ecuatia (1). Mai exact, vrem sa demonstram ca exista un A, > 0 astfel incat ecuatia (1)

are doua solutii distincte daca A € (0, \,). Argumentele folosite se bazeaza in esenta pe



principiul variational al lui Ekeland, teorema ”mountain pass” fara conditia Palais-Smale, o
versiune cu pondere a lemei Brezis—Lieb si inegalitatea Caffarelli-Kohn—Nirenberg.
Capitolul 2 se bazeaza pe lucrarea On the existence of infinitely many solutions of a
nonlinear Neumann problem involving the m-Laplace operator publicata in Annals of the
Unwversity of Craiova, Mathematics and Computer Science Series. In acest capitol studiem

problema
—div(|Vu|"2Vu) + |u|™?u = f(x,u) in Q,
(4)
|Vu|m’2% = g(z,u) pe 092,
unde  este un domeniu marginit in RY cu frontiera neteds, 9/0v semnifica derivata dupa

directia normalei exterioare la frontiera 92, f(x,u) si g(x,u) sunt functii continue pe Q x R

si, respectiv, pe Q2 X R si impare in raport cu u. Un exemplu tipic este urmatoarea ecuatie:

—div(|Vu|"2Vau) + [u|™?u = a(z)ulP"u in Q,
(5)

|Vu|m 228 = b(z)|ul?'u pe OS2

Vom presupune ca a € C(Q2), b € C(09), a(x) si b(x) isi pot schimba semnele, a(z1) > 0 in

nigte puncte x; € €, b(x2) > 0 in nigte puncte xzo € OS2, iar p, ¢ satisfac fie (6) fie (7):

(m—1)N+m
—1
R R (6)
(m—1)N
0 -1 -
<p<m <a< Ty (7)

Cand N = 1,2, ...,m, partea dreapta a inegalitatilor (6) si (7) sunt inlocuite cu co. Aratam

ca problema (5) admite cel putin doua siruri de solutii uy si vy astfel incat
g [lwrm ) — 0, ||Uk||0(§) — 0 cand k — oo,
vk llwrm@)y — 00, [[vkllc@ — oo cand k — oo.

Aici W™ (Q) este un spatiu Sobolev uzual, || - [|y1.mq) este norma din spatiul W™ (Q), iar
| - llo@) este norma maximum.

In Capitolul 2 vom introduce o conditie local superliniara si o conditie local subliniara.
Demonstram ca exista o infinitate de solutii. Unul din scopurile noastre este sa demonstram

ca conditia local superliniara conduce la un sir de solutii care diverge la infinit iar conditia

4



local subliniara conduce la un sir de solutii care converge la zero. Un alt scop este sa studiem
existenta a cel putin doua siruri de solutii astfel incat un gir converge la zero, iar celalalt
diverge la infinit in fiecare din urmatoarele cazuri:

(i) una din functiile f(z,u) si g(z, u) este local subliniara, iar cealalta este local superliniara,
(ii) f(x,u) este si local subliniara si local superliniara;

(iii) g(x,u) este si local subliniara si local superliniara.

Capitolul 2 cuprinde cinci sectiuni. In cea de a doua sectiune a acestui capitol prezentam
rezultatele principale. In cea de a treia sectiune dam cateva exemple de functii neliniare
f(z,u) si g(x,u) si aplicam teoremele noastre acestora pentru a demonstra existenta a cel
putin doua siruri de solutii. In cea de a patra sectiune demonstram ca o solutie slaba din
W™ (Q) apartine spatiului W7 () pentru orice r < oo i oferim o estimare W7 () a priori.
Ultima sectiune contine demonstratiile rezultatelor principale folosind metoda variationala
cu ajutorul estimarii W' (Q) a priori.

Capitolul 3 se bazeaza pe lucrarea Fxistence and multiplicity of solutions for a class of
1sotropic elliptic equations with variable exponent publicata in Annals of the University of
Craiova, Mathematics and Computer Science Series. In acest capitol suntem preocupati cu
problema de valori proprii neomogena

—div(|Vu[P®=2Vu) + [uP® =2y = Mu|?@) 2y — h(z)|u|" @2y in Q,
(8)
u=0 pe 012,
unde Q C RY (N > 3) este un domeniu cu frontiera neteda, A > 0 este un numar real, iar

p, ¢ sunt functii continue pe € si satisfac ipoteza

2 <p(x) <q(r) <r(z) <p*(v),

Np(z)

o 8 p(z) < N pentru orice z € Q, iar h : © — [0,00) este o functie

A7 (@) =@
—_ LYQ
() e v @

)\r(m)72 r(w)iq(x) (Tg) O
- ()—2
h() 2 €L (Q).

unde p*(z) =

continua astfel incat




Scopul acestui capitol este sa demonstram existenta si multiplicitatea solutiilor problemei
(8). Vom lucra pe un subspatiu al spatiului Sobolev cu exponent variabil I/VO1 P (')(Q) definit

astfel

E= {u e WY (Q):; / h(x)|u|" @ dr < oo}.
Q

Principalul rezultat din Capitolul 3 scoate in evidenta urmatoarele efecte de perturbare:

(i) prima teorema afirma ca, daca perturbarea din partea dreapta a ecuatiei (8) este
tare (aceasta corespunde cu faptul ca A este suficient de mare), atunci exista cel putin doua
solutii netriviale diferite;

(ii) cea de a doua teorema afirma ca, daca perturbarea din partea dreapta a ecuatiei (8)
este slaba (aceasta corespunde cu faptul ca A este suficient de mic), atunci nu exista vreo
solutie netriviala.

Amintim ca A € R este o valoare proprie a problemei (8) daca exista u € Wol’p(')(Q) \ {0}

care satisface [, h(z)|u["®dz < oo astfel incat
/ (|Vu|p($)_2VuVU + |u|p($)_2uv) dx — )\/ |12y dx + / h(z)|u|" 20w dz = 0
Q Q Q

pentru orice v € E. Scoatem in evidenta faptul ca, daca A este o valoare proprie a problemei
(8), atunci elementul corespunzator u € E este o solutie slaba a problemei (8).
Demonstratia primei teoreme este impartita in doi pasi. La Pasul I demonstram existenta
unei solutii netriviale pentru problema (8). In primul rand aratam ca functionala energetica
® : £ — R (ale carei puncte critice sunt exact solutiile slabe ale problemei (8)) definita de

1 1 h(x)
D (u —/— VP Julrt) dx—)\/—uQ(x)d:c—l—/—u’”(z)d:c

este coerciva si slab inferior semicontinua pe E si astfel deducem ca exista o solutie slaba
@ a problemei (8). In al doilea rand, demonstram ca u % 0 in E. Apoi, la Pasul 2, cea
de a doua solutie @ este obtinuta in esenta folosind teorema ”mountain pass” si scufundari
Sobolev, demonstrand in acelasi timp ca u # .

Cea de a doua teorema (care afirma ca nu exista solutii netriviale pentru problema (8))
o demonstram prin metoda reducerii la absurd.

Capitolul 4 se bazeaza pe lucrarea Combined concave-convex effects in anisotropic el-

liptic equations with variable exponent publicata in Nonlinear Differential Equations and



Applications NoDEA. In acest capitol studiem solutiile slabe ale problemei de valori proprii

anizotrope neomogene

N
= 00, (100,ul" 205 u) = Aju|™ 2w — h(z)|u["®Pu i Q,
im1 (9)

u=>0 pe 012,

unde Q C RY (N > 3) este un domeniu marginit cu frontiera neteda 92, A > 0 este un
numar real, p;,q,r sunt functii continue pe Q astfel incat 2 < p;(z) < N, 2 < ¢(z) < r(x)
pentru orice x € Q si i € {1,..., N}, iar h : Q — R este o functie pondere pozitivi, continui,

care satisface conditiile:

r(z) 1
Ar@—a(@) —q(z)dx < 00,
Q h(;c)r<‘z4>—q<m>

( 7;(36)( )
)\ r(z)—q(x
/ O dx < 0.
Q h(l‘) r(z)—2

In Capitolul 4 cautam solutii slabe pentru problema (9) intr-un subspatiu E al spatiului

Sobolev anisotropic cu exponent variabil I/VO1 i (')(Q) definit prin

E= {u e WP (Q): / h(z)u|"@dz < oo}.
Q

Spunem ca u € F este o solutie slaba a ecuatiei (9) daca u = 0 aproape peste tot pe 02 si

/Q { S o

i=1

pi(x)—za%uamv _ )\lu|q(w)72uv + h(a:)‘ur(:v)?uv}dx =0

pentru orice v € E.

Primul rezultat principal al acestui capitol afirma ca nu exista solutii slabe netriviale
pentru problema (9) daca A este suficient de mic. Demonstratia acestei teoreme se bazeaza
in esenta pe metoda reducerii la absurd.

Apoi, ne propunem sa aratam ca exista cel putin doua solutii slabe netriviale pentru
problema (9) daca A este suficient de mare. Pentru aceasta definim functionala energetica
® : F — R definita prin

al ORI h
®(u) :/ {Z et [u] 7 +—(x)\U|T‘:”> da
Q

~ pilr)  q@) r(z)




a carel derivata este data de

N
(@' (u),v) = / { Z |0, [P D720, u0,,v — Au|1® 2y + h(:c)]u|’"(‘”)2uv}dx
Q

i=1
pentru orice u,v € E. Astfel, punctele critice ale functionalei ® sunt exact solutiile slabe ale
problemei (9). In primul rand aritdm ci existd u; € E un minimizant global al functionalei
® astfel incat infrp ® < 0 si astfel obtinem prima solutie slaba netriviala a problemei (9).

Apoi, alegem
0, daca t <0
g(x,t) = ¢ MA@~ p(g)pr@-1 daca 0 <t < wuy(x)
g (2)7@ =1 — h(2)uy (z)"@~1 daca t > uy ()
si
t
G(z,1) :/ g(x,s)ds.
0

Definim functionala ¥ : £ — R prin

/ Z |5x,u

Este evident ca ¥ € C'(E,R) si

N
:/Z|axiu|pi($)_23xiuaxivd$—/g(m,u)vdx,
Q=1 Q

pz(a:
/G:U u)d

pentru orice u,v € E.
Folosind teorema ”mountain pass” gasim un punct critic us € E al functionalei ¥ astfel
incat W(ug) > 0 gi aratam ca 0 < ug < uy in Q. Asadar

o) = M = ) 5 Gl = 2 -

si astfel
U(ug) = D(ug) i W(ug) = D' (us).
Mai exact, obtinem
D(uy) > 0=(0) > D(uy) si P (ug) =0.
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Aceasta arata de fapt ca ug este o solutie slaba a problemei (9) astfel incat 0 < uy < uy,
ug # 0 §i up # uy.

Capitolul 5 se bazeaza pe lucrarea Spectrum for anisotropic equations involving weights
and variable exponents publicata in FElectronic Journal of Differential Equations. In acest
capitol analizam spectrumul unei probleme anizotrope neomogene care implica exponenti

variabili pe un domeniu marginit cu frontiera neteda in RY (N > 3), si anume

N
=3 [0 (Bt D20, ) + 2] 4 [l 2u = Ag(@)[ul 2 i

i=1 (10)
u=20 pe 0L,

unde p;, g, 7 : © — [2,00) sunt functii Lipschitz continue, iar g : Q — [0, 00) este o functie
masurabila pentru care exista o submultime deschisa Qy C € astfel incat g(x) > 0 pentru
orice x € g, iar A > 0 este un numar real.

In Capitolul 5 tratam problema (10) astfel incat functiile p;, ¢ si r satisfac ipotezele
2< P- <P/ <N, (11)

Pr<Pl<r <rt<q <q" <P <pi(x) VeeQ si Vie{l,...,N}L (12)

Mai mult decat atat, presupunem ca functia g(z) satisface ipotezele

/()\g(x))q@%(—x’z(m) dr < 00, (13)
Q
g € L®(Q) N LPO(Q), (14)

p;(z)

(5= bentru orice z € Q i oricei € {1,...,N}.

unde pY(z) =
Cautam solutii slabe pentru problema (10) in spatiul Sobolev anizotrop cu exponent vari-
abil WP ().
Spunem ca A € R este o valoare proprie a problemei (10) daca exista un element u €
Wol’ﬁ(')(Q) \ {0} astfel incat

N

/Q [Z (19yu

=1

Pi@)=20 ud,v + |u

Pio) 2y 4 |u|q<$>—2uv] dz — A / g(@)lul" " uv du = 0,
Q

pentru orice v € VVO1 #0) (Q). Daca A este o valoare proprie a problemei (10), atunci elementul

corespunzator u € Wolﬁ(')(Q) \ {0} este o solutie slaba a problemei (10).

9



Definim

N
81‘ pz pz(x) q(x)
/Z(' 1“ Ll )dx+ W™ g
] Q pz(f) o q(x)
AL = inf )
wew 7O @)\ {0) / 90, e gy
Q1)
N
/Z(|8xiupi(m)+|upi(’”))dx+/ |u|7®) da
: Q=1 Q
A = ) inf )
wew 7 (@)\ (0} / ()l d
Q

Rezultatul principal al acestui capitol afirma ca, sub conditiile (11)-(14), avem 0 < A\ <
A1 si orice A € (0, Ag) nu este o valoare proprie a problemei (10), dar orice A € [A1, 00) este

o valoare proprie a problemei (10). Pentru a demonstra acest rezultat definim functionalele

Ji, I, Jo, Io : Wa P (Q) — R prin
pi(z pi(w) q(z)
/Z <|amu L ) e | ul®
pi(z) o q(x)
i = [ 2,
Q

()
N
:/Z(Wru pi(x))dm+/|ulqm)d1‘
QS Q
Io(u) = / 9(0)|ul"@ da.
(9]

Argumente standard asigura faptul c& Ji, I € C*(E,R), cu derivatele date de

N

(71 (u), v} =/Q [Z(\a u

=1

Pi@=20 ud, v+ |u

P 2p) + |u\q(z)2uv] de,

(1)) = [ gla)lul ™ uvds,
Q
Pentru orice A > 0 definim de asemenea functionala 7%} (u) = Ji(u) — X - I;(u) pentru orice
u € VVO1 2() (©2). Mentionam ca A este o valoare proprie a problemei (10) daca si numai daca
exista uy € W&’ﬁ(')(Q) \ {0}, care este un punct critic al functionalei T}.
impér@m demonstratia teoremei in patru pasi. La Pasul 1 aratam ca A\g, Ay > 0. La Pa-
sul 2 demonstram prin contradictie ca orice A € (0, A\g) nu este o valoare proprie a problemei

(10). Apoi, la Pasul 3 ardtdm c& orice A € (A, 00) este o valoare proprie a problemei (10). In
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acest scop demonstram ca functionala T} este coerciva si slab inferior semicontinua pentru
a obtine uy € VVO1 P (')(Q), un punct de minim global al lui T} si astfel un punct critic pentru
T\. Pentru a completa demonstratia de la Pasul 3 aratdm de asemenea ci uy nu este trivial.
In final, la Pasul 4 demonstram ca \; este o valoare proprie a problemei (10). Tinand seama
de Pasii 2-4 deducem ca A\g < A1, ceea ce completeaza demonstratia rezultatului principal.
Capitolul 6 se bazeaza pe lucrarea Figenvalue problems for anisotropic equations in-
volving a potential on Orlicz-Sobolev type spaces publicata in Opuscula Mathematica. Aici

studiem problema de valori proprii, anizotropa

N
— Z 95 (s (0yu)) + V() |u)™ @2y = A(Ju| @72 4 |u|2®=2)y in Q,
i=1 (15)

u=20 pe 09,
unde @ C RY (N > 3) este un domeniu mérginit cu frontiera netedd, A > 0 este un numar
real, V : Q — R este un potential care satisface V € L"@(Q), r(x) € C(Q), iar q1, g2, m :
Q — (2,00) sunt functii continue. Consideram ca, pentru orice i € {1,...,N}, ; sunt
homeomorfisme crescatoare, impare din R in R.

In acest capitol cautam solutii slabe pentru problema (15) intr-un subspatiu al spafiului

Orlicz-Sobolev anizotrop Wi L (Q), si anume
E .= {u € W&Lg(ﬂ); / |V (x)||u|™@dx < k, cur > 0 constanti realé} :
Q

Definim functionalele Jy,, I : E — R prin

wiw =[S a(oubar+ [ Zigruw%?

1 1
I(u :/ u‘“(’:)dx—i—/ u|2®) dg.
( ) QQ1($)| ‘ QQ2($)| |

Atunci, pentru orice A € R, definim functionala energetica asociata problemei (15), T} :

E — R, prin

Ta(u) = Jx(u) — X - I(u).
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Observam ci Jy, I € C'(FE,R), cu derivatele

N
(Ji,(u),v) = / Zai(|(9,;u|)8iu8,;v dx—l—/V(x)\u|m(‘”)2uv du,
0= 0

(I'(u),v) :/|u|Q1($)2uv da:—l—/ |u| 2@ 20 d,
Q Q

pentru orice u,v € E. Prin urmare, T\ € C*(FE,R) si
(Tx(u),v) = (Jy(u),v) = XMI'(u),v), Yu,veEE.

Astfel, X este o valoare proprie a problemei (15) daca si numai daca exista u € E'\ {0}, un
punct critic al functionalei T.

In Capitolul 6 ne propunem sa demonstram trei rezultate principale, printre alte rezultate
auxiliare.

Prima teorema din acest capitol afirma ca orice A > 0 este o valoare proprie a problemei

(15) sub ipoteza
2< (P <qy <qgf <m™ <mT<qy <qf <qf -7 < (R)"

In ceea ce priveste demonstratia, folosim teorema ”mountain-pass” pentru a obtine existenta

unui sir (u,) C E astfel incat
Ta(u,) — > 08 Tx(u,) — 0 (in E¥) cand n — oo. (16)

De asemenea, demonstram prin reducere la absurd ca (u,) este marginit in F. Aceasta
informatie, Impreuna cu faptul ca F este spatiu reflexiv, implica existenta unui subsir, notat

tot cu (u,), si a unui element uy € E astfel incat (u,) converge slab la ug € E. Aceasta ne

2

ceea ce Inseamna ca u, — up in E. Astfel, (16) si (17) implica

conduce la

&-un — ain

2

) dr — 0, (17)

In consecintd, ug € F este o solutie slabd netriviald a problemei (15).
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Cea de a doua teorema din Capitolul 6 afirma ca, sub ipoteza

_/

2<q; <q3 <qp <qgf <mT<mT<mT T <(Py)- < (Ry),

exista A, > 0 astfel incat orice A € (0, \.] este o valoare proprie a problemei (15).

Mai intai, demonstram ca exista A, > 0 astfel incat, pentru orice A € (0, \,], exista
p > 0sia > 0 pentru care Th(u) > a > 0 pentru orice u € E cu ||ullg = p. Aceasta
inseamna ca, pe bila B,(0), avem infop, ) Th > 0. Apoi, aratam ca exista 6 € E astfel incat
0 > 0,60 #0si T\(t0) < 0 pentru ¢ > 0 suficient de mic. De fapt, putem demonstra ca
—00 < ¢ = infm Ty < 0. Bazandu-ne pe argumente variationale intemeiate pe principiul

variational al lui Ekeland, deducem ca exista un sir (w,) C B,(0) astfel incat
Ty(wa) ¢ 5 T(wn) = 0. (18)

Este clar ca (w,) este marginit in E. Astfel, exista w € E astfel incat, trecand la un subsir,
(w,) converge slab la w in E. De fapt, obtinem ca (w,) converge tare la w in E. Tinand

seama de (18) obtinem in final ca
Ty(w) =c<0 si Ty(w) =0,

adica, w este o solutie slaba netriviala pentru problema (15).

Cea de a treia teorema din Capitolul 6 afirma ca, sub ipoteza

2<qy <qgi <m <mt<qr <qf <qf v < (R)- < (R,

exista A* > 0 astfel incat orice A € [\*, 00) este o valoare proprie a problemei (15).

Pentru a demonstra aceasta din urma teorema, tinem cont de faptul ca functionala
T este coerciva gi slab inferior semicontinua pe E. Astfel, obtinem un element u € FE,
minimizant global al functionalei T si, prin urmare, o solutie slaba a problemei (15). In
plus, aratam ca u nu este triviala pentru A suficient de mare.

Teza se incheie cu o lista de referinte bibliografice care include 137 de lucrari.
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