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Capitolul 1

Introducere

Scopul acestei teze este de a extinde unele rezultate de la, latici la cazul laticilor rezidu-
ate. In aceastd tezd vom lucra cu latici reziduate comutative si necomutative. In restul tezei
vom intelege prin latice reziduata, o latice reziduata comutativa si printr-o latice reziduata
marginita integrala, o latice reziduata necomutativa. Am realizat un studiu al distributi-
vitatii laticilor reziduate si am dat o noua caracterizare a elementelor booleene, regulate si
dense intr-o latice reziduata necomutativa. De asemenea, vom extinde unele rezultate de
la, laticile normale la cazul laticilor reziduate i-normale definite in [17],[18] si pornind de la
[22], [23] vom realiza o clasificare a filtrelor implicative in laticile reziduate. Subiectul acestei
teze este situat in domeniul algebra logicii. Rezultatele pe care le prezentam pot fi gasite in
urmitoarele trei documente apartinand autorului acestei teze: [29], [30] and [65]. In aceasti
introducere, vom prezenta motivatia principala pentru studierea acestor subiecte gi dam o
prezentare generala a tezei.

1.1 Logici multivalente si algebrele lor

Intre logica matematica si algebra exista o relatie complexa si sunt strans legate. Algebra
logicii si logica algebrica sunt doua dintre cazurile care reprezinta aceasta relatie (see [47]).
Logica matematica este o disciplina care apartine matematicii gi logicii in egala masura.

Metode algebrice au fost introduse in logica de George Boole in patru scrieri ([10], [11], [12]
si [13]) publicate in jurul anului 1850. Termenul ”algebra logicii” a fost impus de succesorii
lui Boole (De Morgan, Schroder gi Pierce). Prima lucrare de logica a lui Moisil se numeste
”Recherches sur 'algebre de la logique” (see [94]). Notiunea de "algebra Boole” apare in
[124]. Teoria algebrelor Boole a fost intens dezvoltata de Stone, Birkhoff i Tarski in deceniul
patru al secolului trecut.

M. Ward si R. P. Dilworth au fost primii care au introdus conceptul de latice reziduata
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([122],[123]) ca o generalizare de latici de inele. In definitia pe care o folosesc, o latice
reziduata este ceea ce noi numim comutativa integrala . Definitia generala pentru o latice
reziduata, asa cum este utilizata in prezent, a fost data de K. Blount, P. Jipsen, T. Kowalski
si H. Ono in [45].

Laticile reziduate includ clase importante de algebre precum BL- algebre (definite de P.
Hdjek ca omologul algebric al logicii de baza) si MV-algebre (definite de Chang in [31] pentru
a demonstra teorema de completitudine a calculelor Lukasiewicz). In 1998, P. Hajek ([61]) a
introdus notiunea de BL-algebre, de asemenea, a definit conceptul de filtre gi filtre prime in
BL-algebre. Utilizand filtrele prime in BL-algebre, a reusit sa demonstreze completitudinea
Logicii de Baza. In 1999, E. Turunen ([114]) a publicat un studiu pe BL-algebre si sistemele
lor deductive.

Laticile reziduate au importante propritati algebrice (vezi [27], [61], [108] si [114]).

In [27], este prezentats o noud caracterizare a elementelor complementate, care utilizeaz:
conceptele de elemente regulate si dense.

P. M. Idziak a demostrat in [68] ca, clasa laticilor reziduate este ecuationala. De-a lungul
timpului, aceste latici au fost cunoscute sub multe nume: BCK- latici in [64], full BCK-
algebre in [82], F Ly~ algebre in [102], de asemenea, I-monoizi comutativi, integrali, reziduati
in [4], [5].

Laticile reziduate necomutative, in unele cazuri numite pseudo-latici reziduate, sunt omo-
logi algebrici ai logicilor-sub-structurale. Studii pe laticile reziduate necomutative au fost
dezvoltate de Ono, Jipsen, Galatos, Tsinakis si Kowalski in [45] si [81]. Clase particulare de
latici reziduate sunt full Lambek algebre (F'L- algebre) si latici reziduate marginite integrale
(F'Ly- algebre).

In 1999, G. Georgescu si A. Torgulescu ([50]) definesc pseudo-BL algebrele ca o generalizare
a BL-algebrelor pentru cazul necomutativ. Proprietati ale pseudo-BL-algebrelor au fost
intens dezvoltate de A. Di Nola, G. Georgescu si A. lorgulescu in [40] si [41]. Clase de
pseudo-BL-algebre au fost investigate in [53] si logica propozitionala corespunzatoare a fost
stabilita si aprofundata de Hajek in [61] si [62].

O structura mai generala decat cea a pseudo-BL-algebrelor este cazul pseudo-MTL alge-
brelor (sau weak pseudo-BL algebre) definite de P. Flondor, G. Georgescu si A. Iorgulescu
in [44]. Proprietatile si caracteristicile pseudo-MTL algebrelor au fost intens studiate in [35],
[54], [74] si [75].

In 2014, L. C. Ciungu a publicat ([36]), un important studiu in campul algebrelor neco-
mutative ale logicii multivalente.



1.2 Prezentare generala a tezei

Teza este organizata dupa cum urmeaza: Capitolul 2 este dedicat definitiilor de baza
si rezultatelor despre structurile folosite in aceasta teza.

In Sectiunile 1 si 2 amintim notiunile de baza, punem in evidenta mai multe reguli de
calcul, clase de latici reziduate si exemple de latici reziduate de care avem nevoie in restul
tezei.

In Sectiunea 3 evidentiem anumite conditii suficiente pentru distributivitatea laticilor
reziduate (vezi Teorema 2.5). Noi am reusit sa obtinem o caracterizare partiala pentru
distributivitatea laticilor reziduate doar cu conditii suficiente.

Amintim cateva clase de latici reziduate si realizam o clasificare detaliata pe baza distri-
butivitatii lor.

Sectiunea 4 contine definitii si rezultate cunoscute despre centrul boolean, elemente
dense si regulate in latici reziduate pe care o sa le extindem in capitolul 3 in cazul laticilor
reziduate necomutative.

In Setiunea 5 prezentam un studiu al teoriei filtrelor implicative (i-filtrelor, pe scurt) in
latici reziduate. Mentionam cateva exemple pentru a vedea mai usor diferite proprietati. Ne
concentram studiul asupra proprietatilor filtrelor implicative in laticile reziduate.

In Sectiunea 6 reamintim notiuni despre morfisme si produse directe de latici reziduate
si prezentam exemple gi proprietati.

In Capitolul 3, lucrdm in cazul general al unei latici reziduate necomutative (mai pre-
cis, lucram cu latici reziduate marginite integrale, sau F'L,- algebre) si extindem pe cazul
necomutativ anumite rezultate din [27].

Sectiunea 1 contine definitii de baza, exemple, mai multe reguli de calcul si clase de
latici reziduate marginite integrale.

Folosind [36] (Teorema 4.4 si Propozitiile 2.1, 2.2) stabilim conexiuni intre o latice rezi-
duata marginita integrala si o pseudo M V-algebra.

In finalul acestei sectiuni prezentdm proprietiti ale unei latici reziduate necomutative care
indeplinegte

W) (@—=y) ~y=@Fy—z)wrg(@~wy sy=(y~z) -

In Sectiunea 2 o importanta constructie pentru o latice reziduata marginita integrala A
este centrul Boolean B(A), care contine toate elementele complementate ale lui A. Amintim
definitiile si propretatile centrului Boolean si elementelor booleene..

Dam o noua caracterizare pentru elementele involutive si idempotente intr-o latice rezi-
duata marginita integrala.

In aceastd sectiune punem in evidenta noi reguli de calcul cu elemente booleene intr-o
latice reziduata marginita integrala A (vezi Lema 3.4).

Introducem definitia elementelor regulate, strong si dense intr-o latice reziduata marginita
integrala si dam noi caracterizari pentru aceste elemente.

In Capitolul 4, transferam anumite rezultate de la o latice normala la cazul laticei i-
normale definite in [17], [18].



Sectiunea 1 contine definitii §i proprietati cunoscute despre latici normale.

Definitia 4.1. O latice marginita distributiva L care verifica conditia: pentru orice
x,y € Lcux Ay =0, exista z,t € L astfel incat xt Az =y At =0si zVt=1, se numeste
normald.

L se numeste co-normalad daca si numai daca este dual normala (asta inseamna ca, pentru
toti x,y € L, daca x Vy = 1, exista z,t € L astfel incat zAt=0sgizVae=tVy=1).

In Sectiunea 2, transferam definitii si anumite rezultate de la, laticea normala la cazul
laticei i-normale gi facem o caracterizare a laticilor normale cu ajutorul laticei co-normale
FlL).

In [48], laticile reziduate i-normale sunt numite latici reziduate cu proprietatea Gelfand
(sau latici reziduate Gelfand). Prprietatile Gelfand au loc in laticile reziduatate Stone, BL-
algebre, dar nu au loc in orice latice reziduata.

In aceasti sectiune, introducem notiunea de i-filtru comaximal intr-o latice reziduata si
notiunea de anihilator al lui a relativ la b.

Doua i-filtre P si ) intr-o latice reziduata L se numesc comazimale daca P V,; Q) = L.

Daca L este o latice reziduata si a,b € L, atunci consideram multimea
(a,by ={x € L:a"®x < bpentrun > 1} (este numita anihilatorul lui a relativ la b ([91])).

Demonstram ca anihilatorul lui a relativ la b intr-o latice reziduata este un ideal si realizam
o caracterizare a laticilor reziduate i-normale.

In Capitolul 5, realizim un studiu al filtrelor implicative in laticile reziduate si stabilim
o importanta clasificare si conexiuni intre aceste tipuri de filtre.

In [22], se propune ca, principalele nume de filtre implicative F' ale unei latici reziduate
L sa fie reprezentate de numele clasei algebrei care contine laticea reziduata L/F.

Fie V o subvarietate a varietatii laticilor reziduate.

Noi realizam o clasificare a filtrelor implicative in laticile reziduate dupa cum urmeaza:

— clasa V = BF a i-filtrelor Boole;

— clasa V = GF a i-filtrelor Heyting;

— clasa V = MVF a i-filtrelor MV;

— clasa V = RF a i-filtrelor involutive;

— clasa V = SgF a i-filtrelor semi-G;

— clasa V = StF a i-filtrelor Stone;

— clasa V = MTLF a i-filtrelor MTL;

— clasa V = DivF a i-filtrelor divizibile;

— clasa V = BLF a i-filtrelor BL.



Capitolul 2

Preliminarii

2.1 Latici reziduate. Notiuni de baza

Definitia 2.1. ([45],[129]) O algebra (L, V, A, ®,—,0,1) de tipul (2,2,2,2,0,0) va fi numita
latice reziduata comutativa integrald (latice reziduata) daca

Lry: (L,V,A,0,1) este latice marginita,;
Lry: (L,®,1) este monoid comutativ;
Lrs : pentru orice z,y,2z € L, v <y — z daca si numai daca z ©® y < z.

Vom nota cu RL clasa laticilor reziduate.

2.1.1 Exemple de latici reziduate

Am pus in evidenta exemple de latici reziduate ([76]).

2.1.2 Reguli de calcul in latici reziduate

In cele ce urmeazi prin L not3m universul unei latici reziduate. Pentru z € L
definim z* = x — 0, 2** = (2*)*, 2° = 1 gi 2" = 2" ! © z, pentru n > 1.
Pentru z,y, z € L, avem mai multe reguli de calcul ([27],[17],[45],[108],[114]).

2.2 Clase de latici reziduate

Amintim cateva clase de latici reziduate si realizam o clasificare detaliata pe baza distri-

butivitatii lor.



2.3 Latici reziduate distributive

In aceastd sectiune evidentiem anumite conditii suficiente pentru distributivitatea laticilor
reziduate (vezi Teorema 2.5). Noi am reusit sa obtinem o caracterizare partiala pentru
distributivitatea laticilor reziduate doar cu conditii suficiente.

Pe baza proprietatii de distributivitate dividem laticile reziduate in doua clase: latici
reziduate distributive ( G-algebre, MTL-algebre, BL-algebre, latici reziduate divizibile, MV-
algebre, MTL-algebre involutive, weak nilpotent minimum algebre, NM-algebre, respectiv
algebre Produs) i latici reziduate nedistributive.

2.3.1 Conditii suficiente pentru distributivitate intr-o latice rezi-
duata

2.4 Centrul Boolean, elemente regulate si dense in la-
tici reziduate

Sectiunea aceasta contine definitii si rezultate cunoscute despre centrul boolean, elemente
dense si regulate in latici reziduate pe care o sa le extindem in capitolul 3 in cazul laticilor
reziduate necomutative.

2.5 Filtre implicative in latici reziduate

In aceastd sectiune prezentam un studiu al teoriei filtrelor implicative in latici reziduate.
Mentionam cateva exemple pentru a vedea mai usor diferite proprietati. Ne concentram
studiul asupra proprietatilor filtrelor implicative in laticile reziduate.

2.5.1 Filtre (ideale) intr-o latice

La inceput, pentru intelegerea mai usoara a teoriei i-filtrului in latici reziduate ne amintim
cateva notiuni gi proprietati ale filtrelor (idealelor) in teoria laticei.

2.5.2 Filtre implicative in latici reziduate

Notam prin F;(L) (Fip(L), Spec;(L), Maz;(L)) multimea tuturor i-filtrelor (multimea
tuturor i-filtrelor principale, multimea tuturor i-filtrelor proprii $i multimea tuturor i-filtrelor
proprii maximale) ale lui L. Clar, F;,(L) C F;(L) si Max;(L) C Spec;(L).



Urmarind Teorema i-filtrului prim deducem un important corolar (vezi Corolarul 2.6) si
cu Principiul elementului minimal prezentam o noua teorema care este bazata pe i-filtrul
prim minimal (vezi Teorema 2.12 ).

Corolarul 2.6.

(7) Orice i-filtru propriu F' al lui L poate fi extins la un i-filtru prim si F' este intersectia
acestor i-filtre prime care 1l contin pe F;

(17) Daca I € Zy(L) si I # L atunci exista un i-filtru prim P al lui L astfel incat PNI = &;

(7i1) Daca F' € F;(L) ¢i a € L astfel incat a ¢ F, atunci exista un i-filtru prim P astfel
incat F C Psia¢ P,

(iv) Daca a € L,a # 1, atunci exista un i-filtru prim P of L astfel incat a ¢ P;

(v) N {P: P € Spec(L)} = {1}.

Teorema 2.12. Daca F' € F;(L) este propriu i S C L este o multime V—inchisa astfel
incat FF NS = &, atunci exista un i-filtru prim P apartindnd lui F' cu proprietatea ca
PNS=0o.

Pentru P € Spec;(L) consideram 1(P) = {z € L :  Vy = 1 pentru unii y ¢ P}. Clar,
1(P)C P.

Lema 2.4. 1(P) € F;(L).

De asemenea, punem in evidenta gi trei corolare (Corolarul 2.8, Corolarul 2.9 si Corolarul
2.10) ale Propozitiei 2.20, care este bazata pe i-filtrul prim minimal gi prezentata in [17].

Avem urmatoarele corolare ale Propozitiei 2.20 :

Corolarul 2.8. Fie F' € F;(L),n € N* ¢i Py, Py, ..., P,, n+ 1 i-filtre prime minimale
distincate ale lui F. Atunci exista ag,as,...,a, € L astfel incat a; V a; € F pentru toti
i,j €0,ncui#jsia; ¢ P pentru toti i € 0, n.

Corolarul 2.9. Daca P € Spec;(L) este minimal, atunci pentru orice x € P, exista y ¢ P
astfel incat z vV y = 1.

Corolarul 2.10. Daca P € Spec;(L), atunci fiecare i-filtru prim minimal ) apartinand
lui 1(P) este inclus in P.

Pentru F € F;(L) definim O(F) ={z € L : 2" ® y = 0 pentru unii y € F gin > 1}.

Lema 2.5. Daca F € F;(L), atunci O(F') € Z,(L).

Propozitia 2.22. Pentru M € F;(L), M # L, urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(i) M € Maz,;(L);

(i) L\ M =0(M).

In finalul acestei sectiuni ne amintim cateva clase de filtre in latici reziduate pe care le
folosim in clasificarea din capitolul 5.

Fie F € F(L) si x,y,z € L. In ceea ce urmeazi, enumerdm anumite conditii care vor fi
utilizate in aceasta teza (vezi [14], [15], [21], [46], [63], [86], [90], [112], [116], [125] — [130]):

(Fy) pentru orice x € L, x V z* € F’;
(F5) Daca x — (2" = y),y — z € F, atunci avem  — z € F;

(Fs) Daca © — (y — 2),x — y € F, atunci avem © — z € F};



10

(F7) Daca (z — y) — « € F, atunci avem x € F;

(F3) pentru orice x € L, v — 2% € F;

(Fy) Daca ¢ — y € F, atunci avem ((y — =) —» x) —» y € F;

(Fip) Daca z** — (x — y), 2™ — x € F, atunci avem 2™ — y € F}
(F11) pentru orice € L, ™ — x € F}

(F12) pentru orice x,y € L, (x - y) V (y — x) € F}

(Fi3)

Fi3) pentru orice z € L, x € F sau «* € F.

Dupa cum urmeaza, ne amintim cateva nume pentru unele clase de filtre in laticea rezi-
duata L.
Lema 2.15. F € F;(L) se numeste:

i) filtru Boolean daca indeplinegte conditia (Fy) (vezi [21], [63], [80], [130]);
it) ds implicativ daca indeplineste conditia (Fs) (vezi [116));
i14) filtru ¢mplicativ daca indeplinegte conditia (Fg) (vezi [21], [63], [80], [130]);

iv) filtru pozitiv implicativ daca indeplinegte conditia (F;) (vezi [21],[46], [80], [130]);

(
(
(
(
(v) filtru Heyting daca indeplinegte conditia (Fg) (vezi [21], [46], [80], [130]);
(vi) filtru fantastic daca indeplineste conditia (Fy) (vezi [14], [80]);

(vid) filtru easy daca indeplineste conditia (Fig) (vezi [21]);

(

viii) filtru dnvolutiv (vezi [46], p. 3014) sau filtru regulat (vezi [130]) daca indeplineste
conditia (Fi1);

(iz) filtru MTL daca indeplineste conditia (Fy2) (vezi [129]);

(x) filtru obstinate daca indeplinegte conditia (Fi3) (vezi [14]).
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2.6 Morfisme de latici reziduate si
produse directe de latici reziduate

In aceasti sectiune reamintim notiuni despre morfisme si produse directe de latici reziduate
si prezentam exemple si proprietati. O proprietate prezentata este aceea ca produse directe
de i-filtre din Definitia 2.15 sunt filtre de acelasi tip (vezi Remarca 2.25). Aratam existenta
unui functor covariant B de la categoria laticilor reziduate la categoria algebrelor Boole si
ca B conserva morfismele injective si produsele directe.

Remarca 2.25. 1.) Daa F; este i-filtru Boole, atunci F' =[] F; este Boole.
iel
.) Daa F; este ds implicativ, atunci F' =[] F; este implicativ.
il

.) Daa F; este i-filtru implicativ, atunci F' =] F; este filtru implicativ.
iel
.) Daa F; este i-filtru pozitiv implicativ, atunci F' =[] F; este filtru pozitiv implicativ.
icl
.) Daa F; este i-filtru Heyting, atunci F' =[] F; este filtru Heyting.

iel
.) Daa F; este i-filtru fantastic, atunci F' =[] F; este filtru fantastic.

iel
.) Daa F; este i-filtru easy, atunci F' =[] F; este filtru easy.

iel

.) Daa F; este i-filtru involutiv, atunci F' =[] F; este filtru involutiv.

iel
)

il
10.) Daa F; este i-filtru obstinate, atunci F' =[] F; este filtru obstinate.
iel

Remarca 2.26. A — B(A) si f — B(f) definesc un functor covariant B : RL — B, de

la categoria laticilor reziduate la categoria algebrelor Boole.

Propozitia 2.25. B conserva morfismele injective.

Propozitia 2.26. B conserva produsele directe.

Remarca 2.27. 1.) Daa F este un i-filtru al lui A, atunci F'N B(A) este un filtru al lui

(A).

2.) Daa F este un i-filtru Boole al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru Boole al lui B(A).

3.) Daa F' este un ds implicativ al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru implicativ al lui
)

Sy

S

(A).

4.) Daa F' este un i-filtru implicativ al lui A, atunci F'N B(A) este un filtru implicativ al lui

(A

5.) Daa F este un i-filtru pozitiv implicativ al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru pozitiv

implicativ al lui B(A).

6.) Daa F' este un i-filtru Heyting al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru Heyting al lui

(A).

7.) Daa F este un i-filtru fantastic al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru fantastic al lui
(A).
)

8.) Daa F este un i-filtru easy al lui A, atunci F'N B(A) este un filtru easy al lui B(A).

sy

~—

Sy

Sy
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9.) Daa F este un i-filtru involutiv al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru involutiv al lui
B(A).

10.) Daa F este un i-filtru MTL al lui A, atunci F' N B(A) este un filtru MTL al lui B(A).
11.) Daa F este un i-filtru obstinate al lui A, atunci F'N B(A) este un filtru obstinate al lui
B(A).

12.) Daa G este un filtru al lui B(A), atunci (G) este un i-filtru al lui A.



Capitolul 3

Noi caracterizari pentru elemente
speciale in latici reziduate marginite
integrale

In acest capitol, lucram in cazul general al unei latici reziduate necomutative (mai pre-
cis, lucram cu latici reziduate marginite integrale, sau FL,,- algebre) si extindem pe cazul
necomutativ anumite rezultate din [27].

3.1 Latici reziduate marginite integrale

Aceasta sectiune contine definitii de baza, exemple, mai multe reguli de calcul si clase de
latici reziduate marginite integrale.

Folosind [36] (Teorema 4.4 si Propozitiile 2.1, 2.2) stabilim conexiuni intre o latice rezi-
duata marginita integrala si o pseudo MV -algebra.

Teorem 3.1. O latice reziduata marginita integrala (A, A,V,®, —,~>,0,1) este MV-
algebra daca gi numai daca sunt indeplinite urmatoarele doua conditii:

W) @@=y ~y=@y—=a)wrsi@~wy —2y={y~z) =
(H) (r—=y)o0r=y—2)0y=206 (r~y) =y (y ~ z), pentru orice x,y € A.

In urmatoarea propozitie este o caracterizare a unui RL-monoid marginit:
Proposition 3.3. Pentru o latice reziduata marginita integrala A urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) A este un RL-monoid marginit;

(17) z~ (YyAz)=(x~y)O(xAy) ~ z]siz = (yAz) =[(zAy) = 2] © (z — y), pentru
orice x,y,z € A.

13
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In urmétoarele dous propozitii stabilim o conexiune intre o algebra Hilbert i o pseudo
MV -algebra, respectiv o latice Stone relativa.

Propozitia 3.5. Pentru o latice reziduata marginita integrala (A, A,V,®,—,~,0,1)
urmatoarele sunt echivalente:

(1) (A,—,1) este o algebra Hilbert sau (A, ~+, 1) este o algebra Hilbert;
(i) (A,N\,V,®,—,~,0,1) este o G-algebra.

Propozitia 3.6. Pentru o latice reziduata marginita integrala (A,V,A, ®,—,~>,0,1)
urmatoarele sunt echivalente:

(1) (A,—,1) ( (A,~,1) ) este o algebra Hilbert;
(17) (A, V,A,—,0,1) ( (A, V,A,~,0,1) ) este o latice Stone relativa.

In finalul acestei sectiuni prezentam proprietati ale ale unei latici reziduate necomutative
care indeplineste

W)=y ~y=@y—a)wasi(z~y 2y=(y~2z) -

Lema 3.1. Fie A o latice reziduata marginita integrala care indeplineste (). Atunci

(1) o=~ =x~ = x pentru orice x € A;

(W) (x > y) ~y=(y—2x)~zx=(x~y —y=(y~ ) = x=uaxVy pentru orice
x,y € A.

3.2 Centrul Boolean, elemente regulate, strong si dense
intr-o latice reziduata marginita integrala

In aceasti sectiune o importanta constructie pentru o latice reziduata marginita inte-
grala A este centrul Boolean B(A), care contine toate elementele complementate ale lui A.
Amintim definitiile gi propretatile centrului Boolean si elementelor booleene..

Pentru orice latice reziduata marginita integrala A, notam Id(A) ={z € A:z Oz =z}
multimea tuturor elementelor idempotente ale lui A si prin Inv(A)={x € A:z = (2~)” =
(7)™~} multimea tuturor elementelor involutive ale lui A. Inv(A) se numeste centrul involutiv
al lui A.

Dam o noua caracterizare pentru elementele involutive gi idempotente intr-o latice rezi-
duata marginita integrala.

Propozitia 3.9. Fie A o latice reziduata marginita integrala si a,z € A. Atunci
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) = € Inv(A);

(i) a >x ="~ a sia~ x =2~ — a~, pentru orice a € A.
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Lema 3.3. Fie A o latice reziduata marginita integrala si « € Id(A). Atunci z ® (z ~»
y) =0y (r—y) ®x =y Oz, pentru orice y € A.
Propozitia 3.10. Daca A este un RL- monoid gi x € Id(A), y € A, atunci

(i) 2Oy =zAy=yOu;
(i) ANz~ =0=x Az

(1i) ©~y=x —y;

~

(iv) o~ =a—;
W) r—orx =r—oa~=r~zr =r~a~=x =2a".

In aceastd sectiune punem in evidenta noi reguli de calcul cu elemente booleene intr-o
latice reziduata marginita integrala A (vezi Lema 3.4).

Introducem definitia elementelor regulate, strong si dense intr-o a latice reziduata marginita
integrala si dam noi caracterizari pentru aceste elemente.

Definitia 3.3. Fie A o latice reziduata marginita integrala. Spunem ca un element z € A
este regulat daca pentru orice y € A avem (z — y) ~» z = (z ~» y) — = = z. Notam prin
R(A) multimea tuturor elementelor regulate ale lui A. Spunem ca un element x € A este
dens daca pentru orice r € R(A) avem x — r = x ~» r = r. Notam prin D(A) multimea
tuturor elementelor dense ale lui A.

Dam o noua caracterizare pentru elmentele regulate:

Teorema 3.2. Fie A o latice reziduata marginita integrala. Pentru x € A urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) © € R(A);
(17) =~ x =2~ > x =z
(ii) x=a"~"=2""giz” O ~z)= (" —z)0z”=0.

Introducem definitia elementelor strong deoarece impreuna cu elementele regulate gi idem-
potente ne ajuta sa caracterizam elemntele booleene.

Definitia 3.4. Fie A o latice reziduata marginita integrala. Folosind modelul [76], spu-
nem ca un element z € A este strong daca x~ = z~. Notam prin S(A) multimea tuturor
elementelor strong ale lui A. Clar, daca A este o latice reziduata marginita integrala comu-
tativa, atunci S(A) = A.

Dam o noua caracterizare pentru elementele booleene:

Teorema 3.3. Fie A o latice reziduata marginita integrala. Pentru x € A urmatoarele
afirmatjii sunt echivalente:

(i) x € B(A);
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(1) x € R(A)NId(A)NS(A)si (x~ 27 )V (e~ ~»zx)=(x—2™)V (2~ =) =1

Corolarul 3.2. Daca A este o pseudo MT L— algebra, atunci B(A) = R(A) N Id(A) N
S(A).

Din Teoremele 3.2 si 3.3 deducem ca:

Corolarul 3.3. Daca A este o latice reziduata marginita integrala, atunci B(A) &
R(A) G Inv(A).

Caracterizam laticile reziduate marginite integrale care sunt algebre Boole:

Teorema 3.4. Pentru o latice reziduata marginita integrala A urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:

(1) A este o algebra Boole relativa la ordinea naturala;
(77) A este o G - algebra i 7~ = 2™~ = z, pentru orice x € A.

Dam noi caracterizari pentru elemente dense si prezentm legaturile existente cu elementele
booleeene, regulate si strong.

Teorema 3.5. Fie A o latice reziduata marginita integrala. Pentru x € A urmatoarele
afirmatii sunt echivalente:

(i) € D(A);

(17) x~ =2~ =0;

(i17) (a®@z)” =a § (r ®a)” =a”, pentru orice a € A.
Remarca 3.18.
1. D(A) C 5(4);

2. Folosind Teorema 3.2, ¢, si cys deducemt D(A) N B(A) = D(A) N R(A) = D(A) N
Inv(A) = {1};

3. Din Teorema 3.5, (iii), deducem ca daca x € D(A), atunci (z™)~ = (2")~ = 0, deci,
z™ € D(A), pentru orice n > 1.



Capitolul 4

Latici reziduate normale

In acest capitol, transferam anumite rezultate de la o latice normala la cazul laticei i-
normale definite in [17], [18].

4.1 Latici normale

Aceasta sectiune contine definitii si proprietati cunoscute despre laticile normale.

Definitia 4.1. O latice marginita distributiva L care verifica conditia: pentru orice
r,y € Lcux ANy =0, exista z,t € L astfel incat t Az =y At =0si zVt=1, se numeste
normald.

L se numeste co-normald daca si numai daca este dual normala (asta inseamna ca, pentru
toti x,y € L, daca x Vy = 1, exista z,t € L astfel incat zAt=0gizVae=tVy=1).

4.2 Latici reziduate i-normale

In aceasti sectiune, transferam definitii §i anumite rezultate de la laticea normaa la cazul
laticei i-normale si facem o caracterizare a laticilor normale cu ajutorul laticei co-normale
FollL).

Definitia 4.2. O latice reziduata L se numeste i-normala daca orice i-filtru prim P al
lui L este continut intr-un i-filtru maximal Mp.

Teorema 4.3. Pentru o latice reziduata L, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) L este i-normala;

(1) Laticea F;,(L) este co-normals;

(7ii) Laticea F;(L) este co-normala.

In [48], laticile reziduate i-normale sunt numite latici reziduate cu proprietatea Gelfand

(sau latici reziduate Gelfand). Prprietatile Gelfand au loc in laticile reziduatate Stone, BL-
algebre, dar nu au loc in orice latice reziduata.

17
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Propozitia 4.5. Consider L o latice reziduata Stone. Daca L este o latice normala,
atunci L este o latice reziduata i-normala.

In aceastd sectiune, introducem notiunea de i-filtru comaximal intr-o latice reziduata si
notiunea de anihilator al lui a relativ la b.

Doua i-filtre P si () intr-o latice reziduata L se numesc comazximale daca P V; QQ = L.

Teorema 4.4. Pentru o latice reziduata L, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

() Orice i-filtru prim contine un unic i-filtru prim minimal;

(77) Orice doua i-filtre minimale distincte sunt comaximale;

(7ii) Oricare i-filtru maximal contine un unic i-filtru minimal.

Daca L este o latice reziduata si a,b € L, atunci consideram multimea
(a,b) ={x € L:a"®x < bpentrun > 1} (este numita anihilatorul lui a relativ la b ([91])).

Demonstram ca anihilatorul lui a relativ la b intr-o latice reziduata este un ideal si realizam
o caracterizare a laticilor reziduate i-normale.

Lema 4.1. Pentru orice a,b € L, (a,b) € Zy(L).

Pentru I, I, € Zy(L), notam prin [; V,q I3 idealul lui L generat de I; U Is.

Clar ([2]), 1 Viala={z € L:z<aVb cuaa€lgibe I}

Teorema 4.5. Pentru o latice reziduata L, urmatoarele afirmatii sunt echivalente

(1) L este i-normala;

(i7) Daca a,b € L si a © b =0, atunci (a,b) Viq (b,a) = L;

(7i1) Pentru orice P € Spec;(L) si a,b € L astfel incat a©b = 0, exista x € P gip,q, 7 > 1
astfel incat a? © 29 §i b ® 2" sunt comparabile.



Capitolul 5

O noua abordare pentru clasificarea
filtrelor in latici reziduate

Principalele rezultate ce stau la baza clasificarii filtelor sunt prezentate pentru fiecare

sectiune in parte:

5.1 Clase de filtre 1n latici reziduate

Definitia 5.1 Un filtru F' € F;(L) va fi numit V— filtru (sau filtru de tipul V) daca L/F € V.

5.2 Clasa V = B (subvarietatea algebrelor Boole)

Teorema 5.1 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) F € F(B)
(¢4) F indeplineste conditia (Fy);
(73i) F indeplineste conditia (Fj);
(1v) F indeplinegte conditia (F7).

5.3 Clasa V = BF (filtrelor Boole intr-o latice rezi-
duata)
Propozitia 5.2 Pentru un i-filtru F' al lui L, urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) F este filtru Boole;

(1) pentru orice x € L, x V z* € F;
(7ii) Daca z* — x € F, atunci avem ca © € F.
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5.4 Clasa V = H (subvarietatea algebrelor Heyting sau
G— algebrelor)

Teorema 5.2 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) F € F(H);
(74) F indeplinegte conditia (Fg);
(73i) F indeplineste conditia (Fy);
(1v) Daca pentru orice z,y,z € L, x — (y — 2z) € F, atunci avem (x = y) — (z — 2) €
F;
(v) pentru orice x,y € L, (x A (x = y)) =y € F;
(vi) pentru orice z,y € L, (x Ay) = (x ©y) € F;
(vii) L/F este o algebra Hilbert;
(viti) L/F este o algebra Tarski.

5.5 Clasa V = MV (subvarietatea M1V — algebrelor)

Teorema 5.3 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) F e F(MV);
(74) F indeplinegte conditia (Fy);
(7ii) pentru orice z,y € L, ((r = y) = y) —» (y > ) — z) € F.

5.6 Clasa V = MTL (subvarietatea MTL— algebrelor)

Teorema 5.4 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(i) F € F(MTL);

(17) pentru orice x,y € L, (x - y)V (y — ) € F

(i71) Dacad © — (y V z) € F, atunci avem ca (x — y) V (z — 2) € F}

(1v) pentru orice z,y,z € L, (z = (yV 2)) = (. = y) V (x — 2)) € F}
(v) Daca (y A z) — « € F, atunci avem (y — x) V (z — z) € F;

(vi) pentru orice z,y,z € L, (yANz) > z) = ((y > x) V(2 = z)) € F;
(vii) Daca x — z € F, atunci avem ca (z — y) V (y — z) € F}

(viii) pentru orice z,y,z € L, (v = z) = ((x = y) V (y — 2)) € F};

(iz) Daca (x — y) — z € F, atunci avem ca ((y — z) — z) — z € F};
(x) pentru orice z,y,z € L, ((x = y) = 2) = ((y = z) = 2) — z) € F.

5.7 Clasa V = IRL (subvarietatea laticilor reziduate
involutive)

Teorema 5.5 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
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(i) F € F(IRL);
(17) Daca pentru orice z,y € L, * — y* € F, atunci avem y — x € F
(731) Daca pentru orice x,y € L, * — y € F, atunci avem y* — = € F.

5.8 Clasa V = xx —GA (subvarietatea x x —(G— algebre-
lor)

Teorema 5.6 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) F e F(xx—GA);

(i7) Daca pentru orice x,y,z € L, 2™ — (y — z) € F, atunci (z** — y) = (2™ — 2) € F}
(7ii) Daca pentru orice x,y € L, x** — (2** — y) € F, atunci 2** — y € I
(iv) pentru orice x € L, ** — (z**)* € F.

5.9 Clasa V = SgF (semi-G-filtrelor intr-o latice rezi-
duata)

Propozitia 5.5 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:
(1) F is a semi-G-filter;
(1) pentru orice € L, (x A x*)* € F}
(7ii) Daca v — x* € F, atunci avem ca z* € F.

5.10 Clasa V = StF (filtrelor Stone intr-o latice rezi-
duata)

Teorema 5.7 Fie L o latice reziduata. Consideram urmatoarele afirmatii:
(1) L este o latice reziduata Stone;
(77) L este semi-G-algebra.
Atunci (i) = (i7).
Daca L € MTL, atunci (i) < (i4).

5.11 Clasa V = MTLF,DivF si BLF (MTL - filtrelor,
filtrelor divizibile si BL - filtrelor intr-o latice re-
ziduata)

Propozitia 5.9 Pentru un i-filtru F' al laticei reziduate L, urmatoarele conditii sunt echi-

valente:
(i) F € MTLF(L);
(17) Daca x — (y V z) € F, atunci avem(z — y) V (z — 2) € F}
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(7ii) pentru orice z,y,z € L, (x = (yV 2)) = ((zr = y) V (x — 2)) € F}

(iv) Daca (y A z) — x € F, atunci avem (y — z) V (z = ) € F}

(v) pentru orice z,y,z € L, (yANz) = z) = ((y > 2) V(2 = x)) € I}

(vi) Daca © — z € F, atunci avem (x — y) V (y — 2) € F};

(vii) pentru orice x,y,z € L, (x = 2) = ((z = y) V (y — 2)) € F}

(viii) Daca (z — y) — z € F, atunci avem ((y — z) = z) — z € I}

(iz) pentru orice z,y,z € L, ((r = y) = 2) = (((y > x) = z) = 2) € F.

Propozitia 5.10 Pentru F' € F;(L), urmatoarele conditii sunt echivalente:

(i) F € DivF(L);

(1) pentru orice z,y € L, (x ANy) = [zt © (xr — y)] € F;

(i71) Daca z — (x Ay) € F, atunci avem z — [z ® (z — y)] € F}

(iv) Daca (x — y) = (x — z) € F, atunci avem ca (z Ay) — z € F.

Propozitia 5.12 Pentru un i-filtru F' al laticei reziduate L, urmatoarele conditii sunt
echivalente:

(i) F € BLF(L);

(17) Daca (x — y) — (x — 2) € F, atunci avem ca (x — 2) V (y — 2) € F}

(797) pentru orice z,y,z € L, ((zr = y) = (x = 2)) = (x = 2) V(y — 2)) € F.

5.12 Clasa V = MVF si RF (MV- filtrelor si filtrelor
regulate intr-o latice reziduata)

Lema 5.2 Daca F' € MVF(L), atunci 2™ — x € F, pentru orice x € L.

Propozitia 5.14 Pentru un i-filtru £ al laticei reziduate L, urmatoarele conditii sunt
echivalente:

(i) F € RF(L);

(77) pentru orice x € L, 2™ — x € I

(7ii) pentru orice z,y € L, (y* — z*) — (v - y) € I}

(iv) pentru orice z,y € L, (z* - y) = (y* — z) € F.



5.13 Aplicatii
In aceastd sectiune vom prezenta cateva rezultate deosebite despre filtre in RL.

Teorema 5.8 ([22]) Fie V o subvarietate a lui RL si F,G € F;(L). Atunci
(1) Daca F,G € F(V), atunci avem FFNG € F(V);
(i7) Daca FF C G and F' € F(V), atunci avem G € F(V).
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CONCLUZII SI LUCRARI VIITOARE

In aceasta sectiune, ag dori sa recomand o serie de noi directii importante de cercetare
bazate pe rezultatele dezvoltate in aceasta teza.

Problema 6.1 Gasiti conditii necesare si suficiente pentru distributivitate in latici rezi-
duate comutative, respectiv necomutative.

Propun urmatoarele
Problema 6.2 Gasiti o alta caracterizare pentru elementele strong intr-o latice reziduata
marginita integrala.

Problema 6.3 Gasiti un alt studiu al laticilor reziduate normale pornind de la lucrarile
Normal Lattices ([37]) de William H. Cornish si Characterizations of normal lattices ([105])
de Y. S. Pawar.

Propun urmatoarele
Problema 6.4 Gasiti alte clase de latici reziduate care verifica StF(L) = SgF(L).
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